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توانا بود هر ګه دانا بود 
رار تآ وٹ ر روک 


هنلدسه 


برای سال پنجم ریاضی 
حق‌چاپ محفوظ 


چاپ و توزیع از : 


کت سای ی وس رک بساک دی ران 


۳۴20 


این لتاب که به‌وسیلة آقایان ؛ 


حجن صفاری عارش اتەه »> پرطبق ماده ۴ قالون تتا بھای 
ددسی و اساسلامة سازمان کا بهای ددسی !یران برای تدر یس 
ذد د یر ستا نها لر گز بده شده ست , 


ا بو الاسم قر یا زیو 


چاپاز : روز 


1 
ا 


A AN Soe ~ 0» م‎ 


عنوان 
فصل اول 
١‏ ے فصل مشترك خط راست وصفحه ‏ وضع نسبی دو خط 
راست در فضا فصل مشترڭ دوصفحه 
فصل مشتر ك دو صفحه 
خطوط راست وصفحات متوازی خطوط متوازی در فضا 
زاویۀ دو خط 
خط وصفحۀ مثوازی 
صفحات متوازی 
خواص متری صفحات متوازی 
۳ _ خط وصفحة عمود برهم 
صفحات عمود بر يك خط راست 
خط عمود بر یك صفحه 
قَضْيةٌ سه عمود 
عمود ومایل 
۴ فرجه ( زاوی دووجھی ) 
۵ ۔ صفحات عمود بریکدیگر 
۶ تصویں قائم بریك صفحه 
تصویس قائم بك زاوي قائمه بريك صفحه 
۷ زاوية خط رأست باصفحه 
۸ - عمود مشثرك دو خط متناف 
أقصرفاصلة دو خط متنافر 
٩‏ - مساحت تصویں يك شكل مسطح بريك صفحه 
٥‏ ۔ کنج یازاویة سەوجهی 
0\J‏ 


1 


عنوان 
~١‏ کن ا زاویےٌ چندو جھی ۰" 
ا . 
وا دصنحات متوازی ۷۹ فصل اول 
حط و صف عمود برهم 


۸٥ 
۸۱ رجه مفحات د برعم - قصویر قائ‎ 
ے فصل م مشتر کے خط راست و ڪفجه وسح تسپی‎ ١ قصل دوم‎ 

١‏ - چند وجھی و اقسام آن ۳ دو #ط راس در فضا فصل مشر ك دو غه 
۲ - نشور ۸۷ r‏ 8 لف ہ صفحه سطح نامحدودی است که اګر از دو نقطة 
> متوازیالسطاوح a‏ 7 ا گذر انیم » همه نقاط این خط برآن سطح 

حجم متوازی المطوح و مذشور 8 دلو اه داقع بر ان خط راستی یگذرا نیم › ن حط ڊ 
ا ب منعامق شو ند . 

۴ ۹ انال 

”جم منشور قائم o‏ وحود چن . ہن سطحی را قول م می کنیم . طح أب ساک نکم د ب 
حجم منشور مايل 
۵ - هرم ا راھ ی توان قسمتی از صفیحه|ا ن کاشت. 

اھ 0 
هرم ناقص 1۴ هر صفجهر | بهو سیلة قسمت میحد ړژ دی 
4 = جم هرم و هرم زاق 

.1 یں N7‏ زان معمولا نەشکل بك متو از 

مسائل ۴( الاضلاع ڏ فشان می دهند (شکل ١‏ 
سوم هر صهحه وتا را به دو تا حه 
١‏ استوانه 
٣‏ هخر وط 0 تقسیم هی کد ¢ بطوری a5‏ شر خا 

انیا أذ سطع و حجم استوا نه ومخروما ۳۷ ( رأست با منج ی ) که مك نقطه 
٣‏ ر ۴۸ مانند ھڅ ار نا حه اول را به بك 
۵ - مساحت سطح کره و اندازۂ حكر ۱۶۱ ا 
سطح کره : وہ ھا نید B‏ ار ا حه دوم و صل 

7۱ 

حجم کره : ۸ کند لااقل درك نقطه ماند € از شب 


2 . 4 کے 
ET‏ مور می کن دی د وسہله AA‏ وط می سود (شکل ( . 


ل 


می‌دا نیم که هر خط راست 


که در يك صد واقع باشد ان وا 


س ۳ دھ در فيم صتده تعسرم ھی کنں i‏ 


خط مز بور را مرز هر يك از ان دو ت صفحه می نامند (شکل ۳). 


! نة ة 
۰ ۲ صل - برسه نقطهګه روي بك خط داست واقع نباشند می توان 
اك صفحه در !]زد , 


اکر سه نطلا ۸ » 8 و € 
غر واقع بر يك استقامت را 
به وسیلۀ نوکهای سه سوزن مجم 
کنیم هشاهده می‌شود که بك قطعه 
مةوایصةحەشکلرامی توان بر نقاط 


0 ۳ قضبه ۔ لر سه نقطه 
که روی یك خط راست واقع نباشند بیش از بك صفحه نمی توان زرا زں. 
فرض کنیم که از سه نقطة ۸ » 8 و © که روی یك خط راست 
وأقع نیستند دو صفحه 


ما تند Q,;,P‏ بگذرد 
(شکله) بوجي 


ش هھ تعر یف شمارۂ ٩‏ هر 
يك ازسه خط راست 8 BC » AC 1 A‏ رزوی هر اك ازصضحات ۲ و Q‏ 


واقع سنل . حال نقطه‌ای ها نی M‏ در صفح P‏ اختبار کرده ابت می کیم 


۳ 

که ابن نقطه در صفحة © نمز واقع است . نقطه 1 را به یکی از تقاط 
خط 4€ ملا به نقطة ۴ وصل ھی کنیم ؛ خط راست 80۴ درصفحة ۲ 
واقع است ولااقل یکی از دوخط 48 و 8€ مثلاً 48 را درنقطه‌ای 
مانند ۴ قطم می کند ؛ چون دو نقطةٌ ۴ و ۴ درصفحة © واقع هستند › 
خط راست E۴‏ بر صفح @ منطق است ؛ بعنی قط ۷ درصفحة ©Q‏ 
فرار دارد . 

به همین ترتسب ابت می‌شود که هر نقطه از صفحة © فز در 
صفحةُ ۲ واقم است » على دو صفحه ۶و 0 بر هم منطبق هستند . 
۴ ۔ اصل شمارة ۲ و فض شمارة ۳ را می‌توان بکجا به عبارت 
زەر بیان کرد : 

از سه نقطهکه بر بك استقامت واقع نباشند بك صفحه می گذرد و بیش 
از یکی نمی‌ذره . به عبارت دیکر يك صفحه به وسبلۀ سه نقطه که 
بر بك استقامت واقع نباشند مشخص هی‌شود . 


۵ - لتیجه : 


۶م اولا از دو خط راست متقاطع يك صفحه می درد و بیش از یکی 


نمی درد . ره عبارت دیکر بك ص2 e‏ ره وسیل دو خط راست متقاطح 


مشخص هدی‌شود . 


1 ٹا نیا از بك خط راست و يك نقطه که در خارجآن واقع باشد يك 


. می درد و بش از یکی نمی کذرت, بةعىارت دیگر رك ید بەوسىدە 


وك یل راست و ك نقطه 5ه در خارح آن واقع باش مشد س می‌شود . 


Hl‏ از ډو خط داست متوازی یك صفحه می گذرد و بیش از یکی 


أ 


ا 
نمی گذرو * به عبارت دىگرىك صفحه به وسا دو خط راست متوازی 


مشخحص می شود . 


۶ تبصره- دو صفحه دا می‌آوان برهم منطبق‌کره و برای این 
کار کافی است که سه نقطۂ مکی از آ نپا را که بر بك استقامت نباشند 


ر دیگری منطبق کنيم . وس از انطباق دو صفحه می‌توان یکی از آنا 


راروی دىگری لغرأبد . 


ر ¥ اوصاع نسبی خط راست صفحه _ خملل راست تسەت 


به صفحه فقط سه وضع می توا ند دأشته اشد : 


شش ش۸ 


الف دو نقطه از خط راست در صفحه واقم است» دران صورت 
نظر به شمار؛ ۱ خط به تمامی در صفحه واقم می‌باشد (شکل۶). 

ب خط و صفحه فقط بك نقطه مشترك دار ند» در این صورت 
خط وصفحه را متقاطع ونقطة مشتركأ نا را نقطة تقاطع با اتر خط 
برصفحه با باک خط در صفحه می گویند (شکل۷) . 

ج - خط وصفحه نقطه مشترڭ ندار ند (وجود چن خط وصفحه‌ای 


# باد آور می‌شو یم که دو خط راست دا دد صودتی متوازی می نامند که 


در یلك صفحه واقعم بأاشند د یکدیگر دا قطع نکنند . 


ا 


ا توا نامك (شكل 
| عدا خواھ ر رں) » در این صورت | نها رامتوادی می 
u‏ ا ر د زامیحدو د ند) . 


8 وو خط را0 و 


ل 2 ن اس 2 ص قد ھ 
۸( ؛ (فراموش نشودکه خط راست 


ر 4 اوضاع نسبی دو خط راست درقضا کد 
r‏ 2 | روی یز ۸4 اختار کرده د درضھغی ‏ 
. چ ر ونقطه ۸ داد : 
ر می لمر !م 


رأ در ذ 
که ٩‏ روی 0 واقع تماش و از ۸ 

نوه 4 ,2ط D‏ صفح ۶ را 

می گذرا نم (شکل ) ؛ دو حالت 

ممکن‌است دځ رهد: اول خط 4 8 
" ا واقعند ا پیتاطعند با متوازی . 


خطوط 5 و 4 | بے خطرط 0 و ۸ 
بارا دیا 4 فة ٥‏ را قطع می گند در ن صور 
ك ,| مخغافر می ناهند . سے 
| + طط لے ی 
ی متتقاملمند و نه متوازی ؛ این دد حه ر ست ر ا 
, ۾ . ل ١‏ 
۾ ۾ هد لك دو صما 


Aدننام ك‎ A FIR 
رك نقطه مختر‎ la ھر‎ 
قصب‎ me 


»د لک خو اند نوك ۰ 
واشته باشند وارای بات خط راست مشتر لے جوا لو 


ان قَطهُ 1 را 


در صفح () ھی تو 
نان اختبار کرد که در ضح ۴ 
واقع زا شد؛ درا ین صورت‌خطراست 
MA‏ در رة @ واقع است ٠‏ 
حال قطةُ N‏ را روی خط راست 
4 طوری اختیار می‌کنیم که ب 
MH‏ در دو طرف رة ۴ واقم ش ۰ 


| 


ل 


£ 
باشند وأین دو نقطه را بهوسلة بك خط منحنی اختباری واقع درصفحة 
Q‏ که از 4 نگذرد به هم وصل می کنیم (شکل )٠١‏ ؛ این خظ منحنی 
صفحةٌ ۴ را لااقل در بك نقطه مانند 8 قطع می کند ( شمار؟ ۱) ؛ پس 
دو صفح ۶۴ و @ در دو نقطه ۸ و 8 مشت ر کند و خط راست 8ھ در 
هر دو صفحه واقع است . 
دو صفحةٌ متمایز ۲ و © نمی‌توانند نقطة مشترك دیگری در 
خارح خط راست 48 داشته باشند وگر نه بر هم منطبق خواهند شد . 
ر ٥‏ ۔ اوضاع نسی دګ صفحه ‏ ازقضہۀ شمارۂ ٩‏ معاوم هی‌شود 
که دو صفح متماوز bl‏ یکدیگر را در بك خط راست قطع هی کنند › 


با نقطة هشتر ك ندأرند . در حالت اول دو صفحه را متقاطع و خط 


راست مز بور را فصل مشترك | نا 
Qq‏ می گویند (شکل (\o‏ <3 در حالت 
دوم دو صةحه رأ متو زی ھی ناهد 


١‏ (شکل۱۱ ). وحود صفحات هتوازی 


را بعداً خواعم دك . 


۲ ۔ خطو ط راست و صفحات متو آزی 


خطوط مر آزی در فضا 
کے 


١‏ قضیه ہے از نقط ےھ واقع در خارج خط داست 0 می‌توان 
بك خط راست به موازات آن دسم کرد و بیش از یکی نمی‌توان . 


از نقطه ۸ و خط © فقط بك صفحه می گذرد که آن را ۴ 


۷ے 


> ی ۸ به موازات خط 
دیا رادت که از ا 1 
la +‏ ( هکل ۱۲ ) ؛ هر 
ج فی دم 
bh i.‏ 
([ رسم شود > طق تعر بف خطو 


ند٤‏ ۴ وا 
متوازی › بأ ید در صھح 


۱۲ ش‎ e, 
باش و در این سرد حه أر ماه هه‎ 


4 تھے ان ر 
ان ك خا به موازات © درسم گرد د برش از یکی نمی تو م 
ار ی 3 بك 


ر قضیه ار وو خط دات با ہے موازی باشند هر 
ا ی از نها را قطع کند دیگری دا هم قلع | صفحه‌ای 
۰ كنم ی 0 و 5 دو خط راست منوازی باشند د ٣‏ 
م ه بای مکل ۱۳ 
بی ۳ یل 0 را دد نشطله‌ای ما ننن ۸ قطع کرد د( b‏ 9 
یا متوازی 5 د ررآن واقعنں ا صفحه ا در 
0 ما زد 4 که از قط۸ 


نة 0 خط که خط 
اة ٩‏ ) در ص 
گ حه اس“ تقاطہ اسف ) ر ( 


D‏ ر| قط کروه ات خط موازی 
2 
و 


’Dرl‏ تعر در نقطه‌ای 
ش ۱۳ 


A’ hij <‏ 
رک رے؛ بتابراین صفحة ۲ 


ا آڻ یعنی 
هأ نند ۸ قطع ھی : 
هم روی دولا D'‏ واقع است د ٣م‏ 
رر نة ۳ و ازطرف دیگر خط 


D -‏ 
واقع با شك زىرا ورا + صورتب 


REN u 


P rds,‏ واقع خواهد ډود 
1 قله ' ۸ طح هی کند 


ھم د 
مل را در نقطه 


TN 


A 
قضيه - دو‎ ۳ 


خط ډراست که ا بلك خط داست موازی باشند 
خو دشان متو از ينكد . 


رض ھی كنم a5‏ د خط 


با وک ٿا بت کنیم که,10 و1 متواز شد 


(شکل )١۴‏ . 
اول D,‏ ر D,‏ در دلت صذحه 


قط 4 متعلق به خط ب5 بك صفحه بگذرانیم این صفحه شامل خط 
,0 خواهی بود » چه اگر شامل آن باش باید ان را قطع کند و اگر 
آن را قطع کند خط ہ0 را نیز قطع خواهد کرد ( شمارة ۱۲ ) و اگر 
D۴‏ را قطع کنب باد ,0 را هم قطع کند و آین ممکن نیت . 

انیا - ,0 و ,0 یکدیگر دا قطع نمی‌کنند ء زیرا اگر متقاطم 
باشند أز قط تقاطم أ نپا دو خط به موازات رسم شده است و أن 


ٍ ۴ ع 4 ۽ 7 
مم سسس شما ھ۵ ۱ ۹ 3 ) 1 D‏ ار لعطا . 0 1 
ن نیست (شمارة )۱۱١‏ ہس ہلا و بلا منواریمد .کے ا 


زو به دو خط 

۴ = می گو بندکه دو نیم خط ×ھ و '× 'ھ کہ بر دوخط راست 

متوازی واقع هستند دارای بك جہت ( با متحدالجہت با ممتد در يك 

حہت ) می باشاد هر گاه در صفحۀ اسن دو خط متوازی » دو تیم خط 

مز بور درك طرف خط ' ۸۸ که دو مىدا آ ہا را بهم وصل می کنں واقع 
باشند (شکل )١۵‏ . 


م ۵ _ قصضيه - 
وو ز اویه که اضلاعثان 
لیر بنظیر متوازی و 
ممتد در بك جهت باشند 
متساویند . 


دو زاویةُ ×0y‏ 
و 'و'0'× را درنظر ش ھ١‏ 
می گیر بم و فرض می گنیم که ×0 ا 0x‏ و ھمچنىن 0y‏ با y'‏ 0 
موازی ورارای بك جت باشند ؛ روی نیمخطہای ×0 و '× 0 بثرتیب 
اط ۸ و "۸ را طوری اختیار می کیم که 04 و 0'۸ با هم مسادی 
باشندورویى تیم خطپای و0 و'O'y‏ 


0 B 

پر تیب دو قط 8 و '8 را طوری y‏ ۰ 
مرک یې 01 08 ساو پک 
با شک و قطعه خطپای yٌ cÃAA'.OO'‏ / / 1 


A'B' sı AB. BB'‏ را رم 


می کنیم ؛ هربك از دو چہارضلعی ش ۶ 

0A0‏ و 0BB'0'‏ متوازی- 

الاضلاع است ؛ زرا دوضلعح روبروی نپا ھم متساوی و هم متوازیند › 
بثابراین قطمه‌خیابای ۸۸۲ و '88 هر دو با '00 مساوی وموازیند» 
با خودشان هم اوی و هتوازی می باشند › یعنی ÃBB'A' JS‏ 
8 ازی‌الاضلاع ارت و '۸8=۸8 ؛ حال می‌گويیم که دو مثاث 
AB sı OAB‏ که اضلاعشان نظر بنظیر ١ا‏ ہم مساو ند متساوی 
AOB=AO'B'‏ 


می باشند و : 


9ے 

۶ نتیجه : 

اولا - اگر اضلاع دو زاوبه نظیر بنظیر با حم موازی و مختلف ۔ 
الجپت باشند آن دو زاوبه متساویند ؛ مثل دو زاوی و0× و 'پ'0 ن 
در شکل ۱۷ . 

ثانا ۔ اگر بك ضلع از بك ذاویه با بك ضلم از زاوي دیگر 
موازی و دارای یك جهت باشند و دو ضلع دیگرشان متوازی ولی 
مختلفالجپت باشند آن دو زاویه مکمل یکدیگر ند ؛ مانند دو زاو 
0y×و‏ ' 0'x‏ در شکل ۱۷ . 

ی م ۸۷ زوه دو خط منافر- 
اگر 2 و '( دوخط راست متنافر 
5 ي باشند و أزنقطة دلخواه 0 خطوط 

ر 4 د 4 را به موازاتا نپارسم کنیم 


(شکل۱۸) ٤‏ ازتقاطع ان دو خط 


ا کدیگر چپار زاو يه محدب 
بدرندهی| ید که دو بدو پام مساو فنك 
با كمل کدیگر ند وانداز قاين 
زایا (نظر به شماره‌های ۱۵و۱۶) 
بستکی بهءموضع نقطة © ندارد ؛ 


هر يك از أن زواا را زاو يه دو 


َ۵ 
0 
کہ 
۷ 
کے 
A‏ 
ا d‏ 
و 
ش ۱۸ خط مننافر 0 و '0 هى تامند . 


زاو ب دوخط فضایی ›» یکی از چهار زاوی بین دو خطی استکه از 
بك نقطة دلخوام به موازات دو خط فضابی رسم شو ند . 


ہ١‎ 


اگر یکی از جار زاو نة هزور امه باشد سه زاو نه دىگر نەز 
فائمه خواهند بود و در این صورت دو خط متنافر 5 وا( را 
عمود بر هم* می‌گویند . 

در هندسة فضابی وقتی هی گو پیم که دو خط بر هم عمودند ممکن 
است این دو خط متقاطع ہا متنافر باشند . 

اگر دو خط © و '0 بر هم عمود نباشند » وقنی از زاوی | نېا 
بطور مطلق کفتگو می‌شود » مقصود زاوبةٌ حادة آ نپاست . 

۸ نتیجه ‏ برای بدست آوردن ذاو به دو خط می‌توان به‌جای 
یکی از آنا خطی موازی با آن را اختیار کرد ؛ به عبارت دیگر » 
دو خط که با هم موازی باشند با هر خط دلخواه دیگر زوابای متساوی 
پدید می آورند . 

بخصوص اگر دو خط با هم موازی باشند هرخط که بریکیازا نپا 
عمود باشد بردیگری نیز عمود است . 

د نمز أ گر دو خط بر هم عمود باشند هر خط که با مکی ازا نيا 


موازی باشد بر دیگری عمود است . 
خط و صف متو آزی 


هر گاه قله مشت رك زدأشته باشند (فراموش شود که خط راست د ص2س 
٭ وقتی دوخط متقاطع برهم عمود باشند خودشان مستقیماً چهار ذاویۀ 


قا مه یدید می آودند؛ اما اگردو خط متنافر برهم عمود باشند یرای بدیدآوردن 
زوایاآی قائمة نها پا بد اريك نعطة دلخواه دو حط ب مواذات آ ھا رسم کرد ۴ 


۱ 


هر دو نامحدود ند ) ٤‏ ود چس دیل و صفحهای ار قضبه رر محقق 
هی شود : 
ر 


. 2 U 
ے ټصیه = ۳ر خط که موازی با بك خط راست از صفحه‌ای‎ ٥ س‎ 


باشد با آن صفحه موازی است يا در آن صفحه واقع است . 
A A‏ فرص کیم که خط 4 باخط 
0 متعلق به صفح ۲ موازی 
باشد (شکل ۱۹) ؛ اگر صف ۴ 
خط ۸ رافطع کنں باد خطموازی 
ی ۹ 


با ان یعئی 0 را فز فطع کد 

س همکن تست › زیرا 0 رر صفح ۴٥‏ وافع است : 
پس خط 4 کہ با صفحۂ ٥‏ متقاطع نیست یا با ٦آ‏ 

س واقع ست . 

ر تبصره ‏ از قضة شمارء ٥‏ معلوم می‌شود که از يك نقطه واقع 
درخارج بك صفحه خطوط راست بیشماری بهءو ازات آن صفحه می تو ان رسم 

کرد . در واقم اکر نقَطةٌ 4 در خارح صفحة ۴ باشد (شکل ۱۹) ہر 

خط که از نقملة ۸ به مو ازات 


(شمارة ¥ ( د 1 


ن هوازی یا ور آن 


یکی از خطوط صفح ٩‏ رسم شود با ٣‏ 


موازی است ۰ 
ی 


4 ا قصبه ‏ ا گر خطی با صفحه‌ای موازي باشد و از یکی از 
تباط ان صفحه خطی بهءوازات آن خط ر سم کنیم 


۰ د > خط مرسوم به تمامی در 
صفح مز بور واقع خو اشد شد , 


فرعن ھی کذرم که خط 4 با صغحة ۶ موازی و نقطة ھ در صف 


۶ واقع باشد (شکل ۰ ) ؛ از قطة ۸ خط 5 ر| به موازات 4 رسم 


۳ 
می کنیم ؛ اگر خط 0 درصغحة ۴ 
واقع نباشد با اندر نقطهُ ۸ متقاطم 


است و در این صورت خط 4 م 


Eر‎ 


با صفحه ۴متقاطع می باش (شمارةٌ 
س ٥‏ 
¥\( وان حلاف فرص ست ٤‏ دس خط D‏ در صفحه P‏ وافع است . 
۴۴ قضیه ۔ اکر خطی با صفحه‌ای موازی باشد «رصفحهکه برآن 
حط ویکی از قاط صفح اول بگذرد اين صفحه را بر فصل مشتر کی موازی 
با خط مز بور قطع می‌کند . 
۶ موازی و نقطةٌ 0 در صفحةٌ ۴ /⁄۱| 


واقع باشد (شکل۱؟)؛ ازنقطلة 0 7 £ 


و خط 4 صفحة @ را می‌گذراندم س ٢۹‏ 
وفصل مشترك أن را باصفحة ۶ خط 0 می نامیم ؛ خطوط 0 و 4 که در 
صفحة Q‏ واقم سنتف نمی وأ تذد متقاطع باشنٰد زرا درادن صورت نقطه 
تقاطع در صixi P‏ واقع ۵ی‌شود ٤‏ بعنی خط ۸ صفحه Pرl‏ فطعم ھی کد 

ر واین خلاف فرض است ؛ پس D‏ با 4ھ موازی است . 

اہ ۲۴ قضیه ۔ هر خطکه با دو صفح متقاطع موازی باشد با فصل 
مشتر لك آن دوصفحه موازی است . 


قرض می کنیم که خط ( با دو صفحه متقاطم ۳۲ و Q‏ موازی 
باشد و فصل مشترك صفحات ۴ و © را خط 4 می نامیم ( شکل ۲۲ ) ؛ 
3 از قله © واقم ار دمل ا خطی به مواأزات 0 رسم کیم 4 


ا ۴ - مسگله 


۴ 


ان خط نظر به شمارغ ٩١‏ بايد ھم 
در صفحة ۲ واقعم باشد وعم در صفح 
4 پس برفصلمشتركآ ہا پعنی بر خی 
4ھ منطبق است بعنی 4 و 5[ با هم 
ش ۲ موازیند . 


ہے اہی 


- دوخط ( و 4 مفروضند ؛ می‌خواهیم بر خط ([ 
صفحه ای ده موازات ل ررر دهطیی , 


نقطه‌ای مانند ۸ روی خط ©5 | اختیار کرده و وازان‌نقطه خط '4 ر 


متقاطع هستند و صفحةٌ ٣‏ که په وسسلة 
دو ڪيل متقاطع 1 و 4 مشخص می‌شور 
جواب مسئله است و مسئله دراین حالت 
فقط همر 


ن نك واب را دارو ٠‏ در واقع 
اول صفح ۴ که شاعل '4 | ست ا۸4 
موازی است و انیا هر صفحه که بر D2‏ یگن 
نر 


رد ډ با4 موازی باش شامل 
دز می‌شود ؛ بعنی بر صفحة ۲ منطو ق حو 


اکر خوط 5 


اه اود « 


و 4 متقاطم باشند صفح ۴ شامل خط 4 خواھں 
دود و هسه در |, ن حاات جواب ندا رلا . 


اگر خطوط 0 و 4 متوازی پاشند هر صفحه که پر ٩‏ بگدرږ ا 


4 موازی خو اهل اود 9 در ان الت مسله نپا عت جو 


اب دارد . 


۵ 


۵ ۔ تبصرہ ہ دو خط 
هشنافر © و4 را در نظر می گیریم 
وبر خط 0 صفحةٌ ۶ رابه موازات 
4 مرور می‌دهیم (شکل۲۴) ؛ هر 
نقطه مانند ۸ که روی خط 0 


اختبار شود و از آن نقطه خط '۸ ش e‏ 
را ڍك موازات یل رسم كنم خط A'‏ در صفح P۶‏ واقع خواهد بود 
نا ران دید P‏ شامل ج خطوطی ست که ا ۸ موازی د DL‏ 
متقاطم باششد ٤‏ حال اکر اقملة دلخواهی هائند ¥ در صفحة P‏ اختبار 
کرده وازؤآن ئقطه خط A"‏ را د موازات 1 رسم کیم ان خط درصةحة 
۴ واقم است و خط ۵0 را طم می کند ؛ بس از هر نقطه از صفح ۲ 
می توان خطی به «وازات 4 رسم‌کردکه ۵ را فطع کند , 
¥ - از دو حکم وق ہے می‌شود که : 
اگر دو خط راست 0[ وگ در بك صفحه نباشند مکان هوندسی خطوط 
راستیګه از نقاط مختلف 0 به موازات ۸ رسم شو ند صفحه‌ای استکه بر ([ 
به موازات 4 مرو د ګنت % . 
دقن کد : دراینجا قبلا دوحکم را ثا بت کر ديم یکی اینکه منحۂ ۶۴ 
شامل جمیع خطوط داستی است که دارای شرایط معینی هستند و دیگر اینکه 
از هر نقطۂ واقع در صنحة ۶ می‌توات خطی دسم کر دکه دارای همات شرایط 
بأاشد و سیس اين دو حکم را در عیارت يعد به صورت يك حکم بیان کر ديم : 
ا ٭ درهندسة فضابى هر گاه سطحی شامل جمیح خطوطی (یا نقاطی) بأ شد 
که دارای شرایط معینی باشند آت سطح را مکان هندسی خطوط ( یا تقاط ) 


مز بور می‌گویند . 


ت 


ددس پنجم ر یاضی 
قو جه کنید !اکر نقطة ۸ روی خط 0 حر کت‌کند خطط ال ور 


مواضح میختاف جود از CC‏ تقاط صفدة P‏ د 


۸ صفح ۲٥‏ را می إیما یں با ان را ابچاد می كنك . 


۷ - هی دا نیم که دوصفحه را که نقطا مشتر 


ك فداشته بأاشند متوازی 
می نأمند ار 10 ( ls.‏ 


ضح است که اکر دو صفحه متوازی باشند هر 

EE یک‎ 

وجود صفحات متوازی از قضبه زیر محقق می‌شود : 

4 ۸- قضیه ۔ از هر نقطه که در ا 
بك صفح به موازات آن کہذرایں و ليش 


صفح ۲ و نقطةٌ '0 را 


ھل راست که در + 


رج نك صفحه واقع باشد می آو ان 
از یکی نمی‌توان . 

در خارج انو نظر ھی عر م 

او لا ګذراندن یك صفح موازی ممکن است : دو خط اختاری و 
متقاطم 0 و ۸ را در صفح ۶٣‏ در نظر ھی یریم و از قط '0 خطوط 5 
و 4را بسر تسب به موازات 
| نپا راسم می کنیم و برا ین دو 
خط بت صفحه‌می گذرو که آن 
مى( 

ا ۳ ا صفح ة۳ ءوازی 

E 

79' را فطع کن فصل مشر ك لاقل یکی ار دد خط‎ P a= 


ش ھب 


کدرو د می گکویند کد خز 


ا 

و 4 مثلا "9 را قطع خواهدکرد و در این صورت خط 0D'‏ با صفسۂ ۴ 
متقاطم خواهدشد واین ممکن نست زرا خط '0 باخط 0 ونا براین 
با صفحة ۲ موازی است . 

ا نیا بیش از بك صفحۀ مو ازی نمی نو ان در | ند: | گر صفحه‌ای 
از 0 بردو ا فد 8 غرازی فة رط 5 و 1 مواری ات 
(شمار؛۲۷) وبنابراین شامل خطوط '5 و '۸4 کە‌از '0 بە‌موازات 0 و 
۸ رسم شده‌اند می باشد (شمار۲۱) بعنی برصفحة '۴ منطبق است . 

۹ - تبصر ٥‏ ازاستدلال فوق‌ضمناطر مه گذراتدن صفحه‌ای که 
از نقطة "0 واقم در خارج صفح ۶ به موازات ن می‌توان راید 
نتجه می‌شود : از نقطۀ "0 دو خط متما:ز به موازات صفحه ۶ رسم 
می‌کنیم » صفحه‌ای که ازاین دوخط می گذره جواب مسئله است . 


یا 
٥‏ تیج ١‏ ار دوصفحه باصفحة ٹالثی‌موازی باشندخودشان 
متو ازینك . 


زرا اکر صفحات @ و aS R‏ هر دو باصفحة P‏ مو ازی‌فر ض می شو ند 


موازات ۴ رسم شده است و ا 
وان ممکن اہست CS)‏ 5 س ب 
ر ۹ ۔ نتیجة ۲ - ا گر دوصفحه متوازی باشند » هر صفحه که یکی 


از انها ړا قطع کند › دیګری را هې قطع میکند و دو فصل مشتراك با هم 
مواز یزد . 


نقطه مشتر کی داشته باشزد 


آز اش اقا 4 دد ET‏ د 


~A 


دو صفحةۀ متوازی ۲٣‏ و'٣‏ 
ا 
هی کنیم که صفحهای مائنں 
Q‏ صفحە ۶ را قطع کد د 
بكى از تقاط فصل مشترك 
آ نپارا M1‏ می ناهیم (شکل۷؟)؛ 
ولا اگ 0 2 
را قطع نکند برصفحه‌ای که ازنقطة ٧1‏ به موازات ۲ رسم‌شود پعنی بر 


س ۷ 


صفحة ۶۲ منطبق خواهد شد واين خلاف فرض است؛ وسصفحهة © صفحة 
۴ را قطع می کند . 

ثا فیا فصلمشتر کہای صفحات ٥و P'‏ باصفحة @ یعنی خطوط 8 ۸ 
و'B‏ که هردو در صفح © داقع N‏ را قطع 
کنند ؛ زیرا اکر متقاطع باشند نقطة تقاطع | نپا هم در صفحةٌ ۴ و هم 
در صفح '۲ واقع خواهد شد و این ممکن تست ؛ پس ۸8 و '8 A'‏ 
هتواز ند . 
2 ۳ ہ قضیه ‏ مکان هندسی خطوطی که از يك نقطه مانند 0 به 


موازات صفح ۶ درسم شو ند » صفحه‌ای است که از 0 به موازات ۶ رسم 
شود . 


صغحةٌ ۴ ونقطةٌ 0 را درخارجآ ن درنظر می‌کیریم و ازنقطةً 0 
دوخط راست متماز ×0 و و0 را به موازات صفحه ۴ رسم می کنیم ؛ 
صفحة © که ازأین دوخط راست می گذرد نظر بە‌شمارۂ ۲۹ با صفحةُ ۴ 
CAS Ea‏ 


ا 
ف 


ولا هر خط کا زد 0۶ 


که از قط0 بەموازات صفحة 
رسم شود در صفح © اقح 
است ؛ زبرا صفحه‌ای که به - ش ۲۸ 
وسیل دو خط متقاطع 02 و 0 مشخص می‌شود با صفحة ۲ موازی د 
اران بر صةحةٌ © منطبق است . 

اتا هر قط دلخواه مانند 1 که در صفحة @ اختیار كنم خط 
0M‏ که در صفح © واقع ست با DT TT‏ 
بعنی ازهر نقطة داقع درصفحة © مى توان خطی‌رسکردکه از 0 بکذرد 
وا فة ۶ موازی باشد و فضیه ابت است . سے را 
م ۳۴ نتیجة ١‏ - ا گر دو صفده متو ازی بأشند › هر خط که یکی از 
آنها را قطع کذد دیگری را قطع خواهد کرد . 
اگر دو صفح ۶۴ و © با ھم 
موازی‌باشند وخط 0 صفحة 
۶ را قطع کد (شکل۲۹) › 
خط 0 صفحة @Q‏ را نيزفطح 
خ واھ د کرد رورا اگر انرا 
فطع نکند درصفحة ۲ واقع ش ۲۹ 


خواهد شد (شمارة )۳٣‏ و این خلاف فرض است . 
0 ۴ نجه ۴ار دو صةفحه متو ازی باشند » هر خوط که با یکی 
از آنها موازی باشد با دیگری نیز موازی است . 
اک ۴و0 دد ے نح متوازی وخط '( باصغحه ۶ موازی باشی 


o 


(شکل ))٩‏ ؛ > 0 با صفحة © نیز موازی خواهد بود » زیا اکر @ را 


قطع کد P‏ را تىز یا وك فطع کد (شمارة (e‏ 3 ان لاف گر 


خو اص متر ی صفعات متو آزی 


ا 


مص ۵٣قضیه۔‏ قطعه خطه‌ای 


متو از ی کد ادن دوصفحة متو آزی محص و زر 
باشند متساو یبند . 


دو صفح متوازی ۲ و Q‏ 
را در نظر می گیریم وفرض 
می کنیم که قطعه خطپای 
متوازی 48 و 00 بین این 

ش و۳ دو صفحهمحصور باشند(شکل 
(o‏ ؛ بر دو خط متوازی ۸8 و CD‏ صفح R‏ را 


هرور می دھیم؛ این 
خطپای 4€ و 8 که با« 
مواز, بند قطع می کند (شمارة ۳۱) › ٠‏ س چہارضعی 80€ A‏ م وائ ی 
الاضااع | ست و AB=€[0‏ , 


صقحده ۽ ص ات متوازی Qs P‏ را در 


۶ اتبصرہ ۔ اکر خطی مائنں € با صفحهُ © موازی‌باشد ؛ 


این خط در صفده‌ای ها ننن P‏ که با )مو 


ازی است واقع است (شکل 
0 و بنا یراون از قضبه شمارۂٌ ه۵“ نجه می‌شود: 
قجاءه خطہای متوازی که ن ك رط و رك صفحة متواز 


رک محصور 
باشتی هساو فنك , 


FF 


قرض است . 


E 
م ۷م ق تالس در فضا صفحات متو ازی هر دو خطی را که‎ 
فطع کنند قطءه خطهای متناسب جد ھی کنند‎ 
خطی مانند 4 را رتب در نقاط 4 ؛ 8 و0 و خط‎ R و‎ QQ » ۴ 


مشاه اکر سة صد ۾ متوازی 


دیگری مانند '4 را بترتیب در تقاط '۸ » '8 و '€ مع کنند را طة 
AB A'B'‏ 
BC B'C‏ 

برفرار است . 


ازنقطة ھ۸ خط ×ھ را به 
موازات رسم می کنیم ( شکل 
)١‏ تاصفحات @ و 8 را بتر تیب 
درنقاط 0 و 5[ قطع کند ؛ 80 


باخط € موازیاست(شمارة۱) 

و به موجب قضبة تالس دارم : 
AB AD‏ 
BC DE‏ 


اما AD=AB'‏ و DE=B'C'‏ (شمارة ۵) بنایراین : 
AB A'B'‏ 
BC B'C'‏ 
۴ ۔ خط و وشح عمو د برهم 


۴۸ اکر دو کو ہا را طوری 9 رار دهيم که يك 
04 و 04 از زاوبۀ قائمه‌شان درکنار همقرارگیر ند و دو ضلع د 0 ) 


س 


زاو قائمۂ آ نپا عنی 
0B' , 0B‏ ( شکل 
۲ ) روی بك خط 
راست نباشند » ار دو 
ضلم 08و 08 ك 

ش ۳۲ صفحهما نند می گذرد 
و خط 04 با 04 پر دو خط متقاطم 08 و'08 از صفحة ۶ عمود 


است ؛ در وضیة زیر ابت می کیم که خط 0۸ بر هر خط راستی که 
از نقطة 0 در صفحۂ ۴ رسم شود نىز عمود هی باشد. 
ص ۹ ۔ قضیه ‏ اگر خطی صفحه‌ای را قطع‌کند وبر دو خط متمایز 
که از پارش در آن صفحه رسم شده‌باشند عمود باشد › بر جمیع خطوط راستی 
که در آن صفحه رسم شوند نیز عمود است . 
فرض هی کنیم که خط 4 در نقَطةُ 0 بر دوخط متقاطم ×0 و و0 
از صغفحه ۲ عمود باشد (شکل۳۳) . 
اول خط 4 بر هر خط 
دلخواه مانند 027 کهاز نقطه 
0 در صفحة ۴ رسم شود 
عمود أست . 
روی خط 4 دو قطمه ل 
متساوی 0۸ و ے0 راحدا 
هی کنیم و در صفح ۲ قاطعی می کشیم که خطوط ×0 ڍ ly Oz 9 Oy‏ 
بترتىب در تقاط 8 ؛ € و 1 قطع کند ؛ خطوط ×0 و و0 حر دد 


۳ 


شمودمنصف قطعەخط ۸۸ هستند › پس ۸'8 = AC=A'C » AB‏ 


¥ 


5 ۆَ بنا بر این دو مئلٹ 8€ A‏ د A'BC‏ ) در عالت سه ضلع ) مساو د 
ر دارم : ABM= ABM‏ و از انحا نجه می شود که دو مثلث 
ABM‏ و ABM‏ ( درحالت دوضلع و زاوي ینا نپا ) متساو ند و از 


ا نساوی دو مثلث اخر معلوم می‌شود که ۸۷ =۸1۸ »۰ عنی مثاٹ 
MA ' ¦‏ متساوی|الساقین است و لذا مان آن 0۷M‏ پرقاعدۂ آن › یعنی 
A‏ » عمود است بعنی 4 بر 02 عمود می باشد . 
انیا خط 4 بر هر خط دلخواهی مانند 0 که در صفح ۲ رسم 
شود و از نقطةٌ 0 نگذرد نیز عمود أست . 
واقع اکر ازنقطة 0 خط 02 را به موازات خط 0 رسم‌کنیم» 
أن خط در صفحه ۶ واقع خواهد شد و طبق أ نچه در قسمت اول گفتیم 
4ے بر 02 عمود است »س بر خط که با 02 موازی می‌باشد نىزعمود ١‏ 
است (شمارة ۱۸) . e‏ سار / 


یر 
س #0 عر نف بات خط راست را در صور 


می کو یند که برجمیع خطوط آن صفحه عمود باشد . 
و تہ ۴١‏ قضیه - شرط لازم و فی برای آنکه خطی بر يك صفحه 
Je‏ عمود باشد این است که بر دوخط متقاطع از آن صفحه عمود باشد . 
ادلا شرط لازم است : اگر خط 4 بر صفح ۲ یعنی برجمیع 
خطوط آن عمود باشد » پر دو خط متقاطع واقع در آن عمود أست . 
انیا شرط کافی است ۲ اگر خط 4 بر دو خط متقاطع دلخواه 
0D,‏ و 0D,‏ واقع در صفح ۲ عمود باشد و از نقطة 0 خط '4 را 


ده مو ازات 1 رس کنیم (شکل 
OD, OD, y A4' (fF‏ 


عمود خواهد‌بود ( شمارة ۱۸) 


و '4ے نمی‌تواند در صفحة 

P‏ واقم باشد ( وگرنه در 

صفح ۲ از بك نقطة 0 دو عمود بر بك خط رسم شده است و این 
ممکن نیست ) پس '4 صفح ۲ را قطع می‌کند و نظر به شمار ۳۹ » 
چون بر دو خط متمایز ,00 و ,00 که از پاش در ادن صفحه رس 
شدهآ ند عمود آست › بر جمیم خطوط صفحه ۲ عمود می‌باشد ؛ بنابراین 
خط 4 نیز صفحة ۲ را قطع می کند (شمارة٣۱)‏ و بر جمیع خطوط آن 
عمود است (شمار۱۸) » بعنی 4 بر ۴ عمود می باشد . 

۳ - تبصره . به جای خطوط ,00 و ,00 می‌توان خطوطی 
موازی با | نپا اختار کرد ؛ بعنی : اگر خط 4 بر دو خط غیرمتوازی که 
با صفح ۲ موازی باشند عمود باشد برصفحة ۲ نیز عمود است . 

مر ۴۴ نتیجة ١‏ اگردوخط با هم موازی‌باشند » هر صفحه که بر یکی 
از آ نها عمود باشد بر دیګری نیز عمود است (شكل r. (fF‏ لر 
22 ۴ نتيج ۴- اگر دوصفحه با هم موازی باشند › 
یکی از آنھا مود باشد بر دیگری نیز عمود است . سے م * کر س 
دوصفحة متوازی ۲ و ۴ (شکل۴۵) ودوخط متقاطم ,0 و ,0 ا 
را۔درصفحة ۳ درنظرمی گیر بم وازیك قط دلخواه واقع درصفحة ٣"‏ دو 7 
خط ,"0 و ,0 رابتر تیب به موازات ,0 و ,0 رسم می کنم؛ این دو خط 
درصفحة '۲ واقم می‌شوند (شمارة ۲۱). حالاگرخط ۸ برصغدة٥‏ عمود 


۵ - 


پاشد بر خطوط ,0 د0 د 
پنابر این بر خطوط ,0 د 
D',‏ عمود است» پس بر صفح 
نیز عمود می‌باشد . 

۴٥‏ قرع ۔ اگر خطی 
ر 


سو ند نز عمود أاست . 


صفيعات عمود بر يك خط راسك 


ر بك خط راست از قضية زير محقق 


۶ے وجود فدات عمود د 


می‌شود : 


ر قضيه ‏ از يك نقطة معلوم می‌توان ياك صفحه بر يك خط راست 
معلوم عه‌ود کرد و بیش از یکی نمی‌توان . 


حالت اول نقطه روی خط 
واقع ایت - ولا برای | نکه 
از نقطة 0 واقع برخط 4 يك 
صفحةُ عمود بر خط 4 بسازم» 
کافیاست که دو صفحة هتما یز 


مانند () و ۴۸ بر خط 4 بگذرانیم و از نقطه 0 در أن دو حه 


4 رسم کنیم ( شکل ۳۶ ؛ 


رتب دو خط ×0 و و۵ را عمود نر 
صفح P‏ کە از Oy Oz‏ می‌گذرد بر خط 4 عمود است 


۶ 
س از شط 0 بك صغحه می توان بر 4 عمودکرو 1 
ایا هرصفحة دیگری مانند ۶ که ازنقط 0بر خط 4 عمودشوږ 
صفح @ را در خطی عمود بر 4 قطع خواهدکرد وچون از طا 0 رر 
صفحة © يك خط بيشت نمی توان عمود بر 4 رسم کر دیس | رن فصلمشتر ل 
بر ×0 منطبق است. همچنین فصل مشترك صفحة ٥"‏ با صفحة 8 زز خا 
و0 است »› یعنی صفیة '۲ برصفحه ۴ منطبق است؛ وس أزنقطة 0 بك 
صفحه بيشت نمی‌توان پر 4 عمود کرو 
ص حالت ددم - نقطه درخارج خط واقع است _ قط 0 رادرخارج 
خط 4 در نظر می گیریم واز 0 خط 4 را به‌موازات خط 4 رس می کني؛ 
۸ ۾ هرصفحهکه بر "4ھ عمود باشد ر ۸ 
نیز عمود است و بر عکس ( شمارء 
۳ ) ؛ سكن از نقطة 0 بك صفسحه 
(مے هی‌توان بر '4 عمود کرد و بیش از 
یکی نمی توان ( حالت اول ) » پس 
ش ۳۷ از نقطة 0 بك صفحه می‌توان بر ۸ 
عمود کرد و بیش از مکی نمی‌توان . سے س ست 
۷ ۔ لتیجه ۔ ا گر دو صفح متمادز بريك خط راست ءعمود باشند 
با هم موازیند . 


در واقع اگر دد صفحة مزبور متوازی نباشند یکدیگر را قطع 
می کنند و در ابن صورت از تقاط 
عمود شده است و آین همکن نست . 
r‏ ۴۸ ۔ قضیه ۔ مکان هندسی خطوط راستی که از نقطه معلوم 0 


مشترك آ نپا دو صفحه بر خط مقرو 


س۷ ت 

بگذدند و بر خط راست مفروض۸ مود باشند» صفحهای است‌گه از نقطة 0 
برخط ۵ عمود شود . 

7 ة خط 4 واقع است ۔ صفحةٌ ۶ را در 
رہ حالت ادل ۔ نقطه 0 روى خط 4 واقع است۔- ر 
نقطة 0 بر خط 4 عمود می كنم (شکل ۳۸)؛ اوا نظر به تعر بف شمارۂ 
٥‏ هر خط راست مانند ×0 که در صفح ۲ رسم شود بر خط 4 عمود 
است . ثانا بر عکس اگر خط دیگری مانند و0 از نقطةُ 0 بر خط 


4 عمود باشد » در صفح ۲ واقع ۸ 

است » زرااز اين خط و خط 7 
×0 صفحه‌ای می گذرد که برك عمود 

است (شمار؟ ۴١‏ )و أين صفحه ش ۳۸ 


بر ۳ منطبق می باشد عنی 0۶ در صفحه ۴ واقع است (شکل ۳۸) . 


ا 


م 
: کن A A‏ 

ڪيل را به‌موازات 4 رسم دی یم 

(شکل ۳۹) ؛ هر خط مانند 0 که 

از نقطة 0 بگذرد و بر 4 عمود 


حالت دوم ۔ نقطة 0 در خارج خط 4 واقع است ۔ از نقطهُ 0 


باشد بر 4 تیز عمود است و برعکس 
بر "4 نز عمود می‌باشد ؛ بس مکان مذ کور عبارت است از صفحهۀ ۶ که 
از نقطة 0 بر "4 و بنایراین بر 4 عمود شود , 


۹ ۔ نتيجه ۔ اگر بك خط راست مانند 0 وبك صفحه مانند ۲ 
هر دو بر یت خط راست مانند 4 عمود باشند یا اینکه خط [ باصفحة ۲ 


۸ 


دو از است پا در آن واقع است . 

اکر مکی از تقاط خط 9 در صفحة ۶ واقع باشد نظر بھ شمارۂ 
۴۸ خط 0 بتمامی در صفحةُ ۴ 
واقع هی‌شود > س خط 0 ا در 
صفح ۲ واقع است با با صفحه 
۶ نقطه مشتر کی ندارد » یعنی با 


آن موازی است (شکل )۴١‏ . 


٥ھ‏ عمود وارد از ,يك نقطه بر بك خط راست - از بك 
نقطه ما نند 4ھ می‌توان خطپای بیشماری 
در قتا در خط راست ٥0‏ عمود کرد 


دیفم که جمیع ان خطوط عمود ٤‏ 


در صفحه‌ای که از نقطه ۸ھ بر خیل 
ش ۴٣‏ 0 عمود شود واقعند (شکل ۴۱) ؛ 
اکر نقطة ۸ روی خط 0 ناش فقط مکی از عمودها خط 0 را در 
نطه‌ای که أن را ٤1‏ می‌نامیم قطع می کند ؛ می‌گوبند که خط A8۴‏ 
عمود وارد از نقطه 4 بر خط D(‏ می‌باشد ؛ عمود 4۴8 در صفحه‌ای که 
از نقطةٌ ۸ و خط 0 می گذرد واقع است ؛ چنانکه در هندسة مسطحه 
دیده ام » قطعه‌ خط ۸۴۳1 را فاصلة نقطة هھ از خط D0‏ مى نامند . 
م ۵ _ قضیه - شرط لازم وکافی برای آنکه بر یکی ازدوخط متنافر 


و 4 بتوانیم صفحه‌ای بگګذدانیمکه بردیگری عمود شود » این استکه این 
دو خط متنافر برهم عمود باشند . 


4 
اولا شر ط لازم است ‏ رض 

می کنیم که صفحةٌ ۴ بر خط 0 بگذرد 
و عمود ر خط 4 بأاشد ؛ در اسن صورت 


حمله بر خط 0 عمود است (شکل ۴۲). ش ۴٢‏ 

انیا شر ط کافی است ۔ فرض می کن که خط (0 ر خط 4 
عمود ناشت ؛ از نقطه‌ای مانند ۸ واقع ر خط D0‏ عمود A8‏ را بر خط 
4 وارد هی کنی ؛ صفح ۶ که از رو خط 0 و 48 می‌گذرد بر 4 عمود 


| 1 بر دو خط 0 و ۸48 از این صفحه عمود می‌باشد . 


ات › زار 
ا ۰ | . 
م ۴ھ _ قضیه ہ مکان هندسی نقاطی إز فضا که از دو نقطا معلوم .2 
و 8 به بك فاصله تند صفحه‌ای است که از وسط قطعە خط 8 A4‏ می نرد 
ونر AB‏ عمود است . 


ابن نجه را صفحة عمو دنوف قطہهەخط ۸8 می‌گویند . 
و سط قیلہەخطڵ ۸8 را نقَطهُ 0 
می‌نامیم و از قط 0 صفحة ۶ را بر 
خط ۸8 عمود می کنیم ( کل ۴۳) ؛ 
ارلا اگر قط %1 از 4 و8 بەبك فاصله 


ادى › مات 1۸4۸8 متساوی الساقین ش ۴۲ 


ست ڪ, MO‏ عمو دهاصف AB‏ أست د نقطهة ۷M‏ در نح P٣‏ واقع 


0 
می باشد (شمارة ۴۸) . 
انا اکر ۷M‏ نقطه‌ای از صفحةٌ ۲۴ باشد خط 10 بر 48 عمود 
است و چون 0 وسط ۸8 می باشد › 10 عمود منصف قطعە‌خط 8 A‏ 


است .عى : MA= MB‏ . ک ر 
rJ‏ رر 


2 د 


را 
o‏ ٣ھ‏ قضیه ۔ از يك نقطه » مانند 0 می‌توان يك خط بر يك 
صفحه » مانند ۲ » عمودکرد و بیش از یکی نمی توان . 


دالت ادل نقطہ 0 درصفحة ٣‏ واقع است _ أز نقطةٌ 0 درصفحة 
P۶‏ خی رأست دلخراهی 


ها نک ×0 ھی کشیم ؛ سپس 


کے 


ش ۴۴ 


حط Ox‏ عمود کرده قصل 
مشترك صفحة © وصفحة ۴ 
را Oy‏ می نمیم و در صفح () خط 04 را عمود بر و0 رسم می کذیم 
(شکل ۴۴) . خط 04 بر صفحۂ ۶ عمود می‌باشد ؛ زیرا ازیك طرف 
ر Oy‏ عمود اسٹ ر از طرف دىگر جون OA‏ درصشحة ر6 واقع است 
بر خط ×0 نیز عمود است ٤‏ بنا برأن OA‏ بر دو ول أز P xia‏ 
عمود است » على بر صفحة ۶ عمود می باشد . بس : از نقطه 0 می‌توان 
خطی عمود بر صفحه ۶ رسم‌کرد 4 


اگرخط دیگری ماتند 04 در نقطة 0 بر صفح ۴ عمود شود 


اھ ته 


a a, 
۱ 


8 

ار اين خط و خط 04 
حه ای ما Rai‏ می گذرا یم 
(فکل ۵ع  )‏ و اگر فصل 


مشترك صفح ٩‏ را باصفحة 


D bs P‏ اميم » خط 0 ا ا 
بر دوخط متقاطع 04 و 0 درمفحه ا عمو 1 

ت .س : از نقطة 0 يك خط بیشتر نمی توان بر صفحة ۶ عمود 
اخراح کرد (وقتی تقل 0 در صفح ۶ واقع باشد می گو بنك که عمود 
04 از قط 0 برصفحة ۲ اخراحج شده است ) . 
حالت دوم نقطة 0 در ارج از صفحه ۳ واقع است - اذ هاه 
0 نة P'‏ را بە‌موازات صفحة ۲ عیور میدیم , هر خط که بر 
A‏ 


7 ا 
Oy:‏ 


مود اخراح‌کرد وبیشتر نمی‌ توان ش۶ 
( حالت اول ) » در هورد فح P‏ ئز هممنطور است ( وقتی قط 0 
در خارج نفد P‏ اشد هی گو یبند عمود 0۴1 از نقطه 0 ار صفحهة P‏ 


صف ۶ عمود داشدک؛ برصفیحة ۲ 
نیز عمود خواهد بود و بر عکس 
(شمارة ۴م) . و چون از نقطه 0 
نةه يك خط می توان برصفحه ٣'‏ 


فرود اهمده است و H‏ را بای عمود هی نامند) . 
ر ت رل عمود در يك صفحه متوادیند . 
ا ۴ھ ۔ نتیجه - دو بر ل 


قرصض ھی دہ رو خط D' D0‏ رر صفحة ۳ عمود باشند ؛ آز 
٠‏ ت 0 
نقطة 4۸ داقع ر خط '5 خطی بە‌موازات 5 رسم م یکنیم (شکل 4( 


۳ 


0 : این خط بر صفحة ۲ عمود است (شماره r‏ ۵۶ عکس قضیۀ سه عمود ‏ صفحة ۶ و خط راست ۸ را در 
A‏ ۳ )و تارا D‏ آن و نقطة 0 دا خارج از آن در نظر می گیریم ؛ اگر از نقطة 0 عمود 
بتايراي. : سل“ اه ۰ 8 
Ay‏ 2 ہق هی باشد OH‏ ,ا ر صفح ۶ و عمود 0٥K‏ را بر خط 4 فرود آوریہم » خط 
(ذيع ر نقطه ےھ بك خط بسشتر راست ڄ] که پای ابن دو عمود دا به هم وصل می‌کند بر 4 عمود است 
تمی‌توان بر صفحةٌ ٩‏ عمود کرو ) ؛ (شکل ۴۸). 
۴۷ پس 0 د 0 متوازیند . چون خط 08 بر صفحهةٌ ۶ عمود است » بر خط 4 نیز که در 
صفح ٥‏ قرار دارد عمود می باشد ؛ س خط 4 از مك طرف ار OH‏ 
تضيۀ صه دمو د و از طرف دیگر بر 0K‏ ( بنا بفرض ) عمود است بنابر این 4 بر 
صفحة OHK‏ عمود هی باشد ٤‏ در حه خط 1 بر خط HK‏ که در 
م ھت ہے ق Ê e‏ جر لي = 
در 0 > در صفح ٣‏ خط راسي د و نقطه دلخواہ 1 را صتحة pals OHK‏ است نز عمود می باشد . م 0 
ی ریم د از ق11 خط 10 را پر صفح 2[ عمود اخراج میک 7 
s‏ ود HK‏ ١ا‏ بر خط 4 فرود می‌آوریم ۽ هر خط راستکه از بای ار 1 I f‏ 
ود نی از قط & و از یك نقطہ اختیاری © واقع بر خت 9 ر“ 8 ر مودو مايل ّ 
١ 1 2 . :‏ ا ا کر 9 ا ّ 
بر خط 4 عمود است (شکل ۴۸) . ا ٍ از وا ست رر کک 
ا س ا 


2h 


ا ر 0 
۵۷ ۔ خطی که صفحه‌ای را قطع کند ولی بر آن عمود نہاشد 


چون خط 0 بر صفحة 
سبت به‌آن صفحه ما یل ونقطة تقاطع آن با صفحه » پاک ماٍیل نامیده 


عرد می‌باشد بر جمیع 

خطوط ان و ازجمله بر خط 

عمود أست ؛ حال گوبی صفحةُ ۳۴ می‌توان فرود آورد ؛ ولی هر خط راست مثل 0۸ کہ از 
نقطة 0 و یکی از قاط صفحۂ ۴ غر از 84 بگذرد »> نسيڻ به صفحة 

۶ مایل است (شکل ۴۹) . 

o‏ ۵۸ قضیه ‏ هر گاه از نةطه‌آای واقع در خارج بك صفحه 


HE .‏ 
بك عمود و چند ماول نسبت به آن صفچه رسم کنیم : 


می شود أز نقطةٌ 0 وافع در خارج فة P۶‏ فةيل ك عمود OH‏ ر 


که خط ۸ از يك طرف 


| 


D ۶y:‏ عمود است و از 
طرف دیکر بر 1K‏ عمور 
می باشد ٤‏ پس خط ۸ ار صفح &0[ عمو است ( شمارء c(١‏ 
بنا براین :ر جمیع خطوط واقع ور این صفحه و از جمله بر )0 عمور 


M 


٭# در این فضیه مقصود از عمود و مايل قطعه خطهایی است که يك 
سرشان نقطةٌ مفروض و سر دیگرشان پای خط عمود با پای خط مایلی است 
a5‏ از نقطه مفردض در صشحه دسم هی‌شوند . 


۴ 


{ ۶ 
اور عمود از هر یك از مایلھا کو تاهتر اسن . 
انيا دو ماږل که 


پایهایشان از با ت و 
تاوزن د ای عمود به يك فاصله اس » 


نالا از دو ماږل که بایهایشان از 


" 5ة‎ lı 
بیش از پای س“ پاک عمود به یك فاصله بيست آنه‎ 


دد تر است دراز تر می‌باشد . 

ار نقطة O0‏ واقم در 
خارج صقيحة ۶ عمود OH‏ 
3 مايل OA‏ وا لست یھ 
صروعوة FP‏ ر سم می کنیم 
(شکل۴۹) . 
مالراویة 0۴14 ضلم 0۴ از وتر 0۸ 


لاا اکر قطةُ 8 در صوحة êl FP‏ ڍو HA lı HB‏ مساوی 
باشل شای قائما ازاو ية OHB , OHA‏ در حالت دو ضح و راوه 


بين أ نا مساو ينك » , 


س 


س 


OA =ÛOB 


= اک 3 ي‎ LU 

٠‏ ر ف دافم » HA jl HC‏ بزر کر 
عد ؛ شط 8 را رری قعطمہ خط 116 طوری اختیار می کن HB as‏ 
ا ھ دہ زد ) 
H :‏ اوی باش ٤‏ نظر د سمت دوم دارم OB= OA‏ ؛ أا در 
صozi OHC‏ مابل 0€ که پاش از ای مايل 08 نسبت به‌پای عمو 


مھ 


: بزرکتر می باشد » دس‎ OB دور تر است از‎ OH 


A‏ عکس قضية ۵۸ ہ از نقطه‌ای واقع در خارج يك صفحه 
عمودی بر آن صفحه فرود می آوریم و نقطة مز بور دا بەنقاط مختلف صفحه 
وصل می کنیم . 

او ار دو مایل متساوی باشند پاهای نها از پای عمود بهيك 
فاصلهاند . 


انیا ٤۴ر‏ دو مایل متماوی نباشند » آن که بز ر گتر است پاش از 
بای عمود دور تر است . 

در شکل ۰۴۹ اوا اگر 0۸ با 08 مساوی باشد ناچار داریم: 
14-88 زبرا اگر داشته باشیم 84118 نظر بہ قسمت سوم 
ق ۵۸ » 0۸ و 08 با هم مساوی نخواهند بود و این خلاف فرض 
است . 

انیا اگر 0€ از 04 بزرگتر باشد ناچار دارم H]°٥<814‏ 
زبرا اگر داشته باشیم 0>4 نظر به ضيه قبل خواعیم داشت : 
0>4 و اہن خلاف فرض است . 
ر ٥‏ فاصلة ,بك نقطه از ,لك صفحه ‏ طول قطعه‌ای از خط 
عمودی را که از يك نقطه به يك صفحه فرود اید و بین آن نقطه و ان 
صفحه محصور باشد › فاصلة آن نةطه از آن صفحه می‌نامند . 

درشکل ۴۹ فاصلة نقَطةُ 0 ازصفحةُ ۶ عبارت است از طول قطعه- 
خط عمود 08 ؛ ابن قطعه‌خط کوتاهتر دن قطعه خطی است که نقطهُ 0 
را به یکی از قاط صفحةٌ ۲ وصل می کند . 


۶ 


o‏ فاصلة دو صفحة متو ازى _ دو صفحة متوازی P‏ و 


٩‏ را در نظر هی کیریم و از تقاط ۸ و 8 واقع در صفحةٌ ۴ عمودهای 
و B8'‏ را بر صفح @) فرود می آوریم ( شکل ۵۰١‏ ) ؛ قطمه۔ 
خطپای متوازی ' ۸۸ و '88 که بن دو صفحة متوازی محصورند 
هتساوی هی باشند (شمارة ۳۵) » وس : 


اګر دو صفحه با هم موازی باشند » جميع نقاط هر بك ان li T‏ 
از صفحه دبگر به یك فاصله‌اند . 


تعر لف - فاصلة مشترك نقاط هر يك از دو صفح متوازی را از 
صفح دیگګر فاصلة ۲ن دو صفحه می‌نامند . 


ى ش ۵ ش ۵١‏ 

م ۶۲ فاصلة بك خط راست و بك صفح متوازی _ خط 4 
را که با صفحة ۶ موازی است در نظر می کیر یم و از نقاط ۸ , 8 
واقع بر خط 4 عمودهای ' ۸۸ و '88 را بر صفحةٌ ۴ فرود ہیآ وریم 
( شکل ۵١‏ ) ؛ قطعه خطپای ' ۸۸ و '88 مساویند ( شمارءٌ ۳۶) › 
س : 


ا٣ر‏ يك خط راست و يك صفحه متوازی باشند جمیع نقاط آن 


خط از آن صفحه به باك فاصله!ند . ابن فاصله ر! فاصلة خط مزبور از آن 
صفحه می‌نأمند . 


چ فر چا (ز او به ډور وچپی ) 


2 


٣و‏ . تعر بف - زاوي دو وجهى يا فرجه شکلی است که به دو 
نیم صفحه 4۴ دارای مرذ مشتر ك باشند محدود شده باشد . 


خیل راست مشترك هز بور را بال فرجه و هر بك از دو یم صفحه 
اگر نقطه‌ای متعلق به بك فرجه باشد ولی روی هچك از دو 
وجه آن واقع نباشد › هی گو ند کa‏ إن نقطه وأخل فر حه مز بور واقع 
است . 
دو ن صفحة ۲ و @ که به خط راست ۸8 محدود شده باشند › 
دو قر حه ردبد می آور ند (شکل ۵٩‏ ) › یکی فرج I‏ و یکی فرج 
AB as II‏ بال مشترك آ نپا د ن صفحه‌های ٩‏ و @ وجوه مشترك | نيا 
می باشند . 
اگر یکی از دو وجه فرجه I‏ ۸4 
را اهتداد دهم i‏ تمام فر حه I‏ 
رر بك طرف صفحةٌ حاصل واقع 1 
هی‌شود ؛ چنین فرجه را فرجه 
محدب می گویند . بمکس !گر ُ 
بکی‌أزدو وجه فرح 11 را اهتداد [ 
دهم صفحهە‌ای حاصل هی‌ شود a5‏ 
1 اا 
باك قسمت ازفرجة 11 دريكطرف ش 
و فسمتی دیگر از فرجۀ 1 در طرف دیگر آن صفحه قرار می‌گیرد ؛ 


PA 
. این قبیل فرجه‌ها ( مانند فرج 11 ) فر ج مقعر نامیده می‌شو ند‎ 
تعد از ین ہر جا مطلقاً کلمة فرجه را زكر کن‎ 


۽ مقفصود همان 


۶د د در صورتی که مقصود فرج مقعر باشد 
خواعیم داد . فر جهای را که دو وجه آن نیم صغحه‌های 
Jl QP‏ آنj‏ خط AB‏ با خط 0 است با علامت قرارواوی 
P<D.Q)l (PAB. Q)‏ 


بصراحت تذ کر 


) نشان می‌دهند ؛ و در صورتی 
که با فرج دیگر اشتباء نشود أن را فقط با علامت (@ )۲ ) و ا 


درصور تی که دو وجه فرچه‌ای در امتداد سکدنکر (یعنی ور یك 
صفحه ) د در دو طرف بال فرجه فرار داشته داش » آن را فر جة 
مسطح با فرج نیم‌فضا می‌نامند (شكل۳د) . 


دو فرجه را متقا بل به ابال ہا دو پر ہی نامند هر کاہ هر بك از 


A ) 2 ۰ 
١ B 


ش ۵۳ 


ش ۵۴ 

دو وجه یکی ار | نپا در امتداو ہك وجه دىگری باشی ١‏ مل وو فرحه 
(P' «AB <Q') (P< AB ‘9)‏ ر af JS‏ . 
4 ۴- ذاو .به مسطحة ربك فر جه - اعر از نقطه‌ای مانند 0 واقع 
دوی یال 48 از فرج ( © ۰ AB‏ + ۶ ) صفحهای بر بال 48 عمود 


۳ 


کنيم » اڼن صفحه وجوه فرجه دا در دو نیم خط ×0 و 0y‏ قطع می‌کند؛ 


e 


زاوی محدب ر0× را زاوی مسطحة فرجه محدب مزپور در قط 0 
می‌نامند . 

کاھی به‌چای | نکه بکو نند : زاو به 
مس طح قر جه ٤‏ مختصرا می گو ند 
مسطحة فرجه. اضلاع Oy »s Ox‏ 
زاو نة مسطحة 0× بتر تیب در صفحات 
P‏ و Q‏ ر ال A8‏ عمود ھستند 


(شکل ۵۵) . 
اگر ر0× د ر0× مسطحه‌های 
فرج 48 در نقاط 0 و '0 باشند» ۵۵ 


نیم‌خطپای ×0 و '×'0 با هم و نیم‌خطپای و0 و 'و 0 با هم موازی 
و همتد در یك جت هستند » زرا مثلا ×0 و '×'0 هر دو در نیم 
صفحةٌ P48‏ در بك طرف خط 48 واقع حستند و بر ۸8 عمود 
می‌باشند ؛ پس زوایای ×0y‏ و 'و'0'× متساویند › بعنی جمیع 
مسطحه‌های يك فرجه با هم مماویند ؛ به عبارت دیگر » انداز: مسطحة 
فرجه بستگی به موضع راس آن روی بال فرجه ندارد ؛ به این مناسہت 
هر بك از زوابای مساوی و 0× و ' 0'۶ × را می‌توان مطلقاً مسطحة 
فرجةٌ 48 نامید . 

۵ع ۔ قبصرہ ‏ اگر وضع یکی از زوایای مسطحة بك فرجه› 
مثا زاویةٌ 07× » در فضا معن باشد » آن فرجه مشخص است ؛ زيرا 


ال أن عمودی است که از نقطة 0© در صذيحة xOy‏ اخراج سود و دو 


کے 
وجه أن وسسلة اون بال ډو دو م خط Oy 3 Ox‏ مشخصس ھی شو ند . 


۶۶ قضیه ‏ شرط لازم و کافی برای آنکه دو فرجه متساوی* 
باشند ابن است که زوایای مسطحة ۲ نها با هم مساوی باشند . 


اولااگر دو فر جه متساوی باشند › می‌توان ا پا را بر هم منطبق 
کرد و در این صورت مسطحه‌های دو فرجه در هر یك از نقاط بال نپا 
برهم هنطبق می شو ند ؛ س مسطحه‌های دو فر حه هتساویند . 

ثانیاً اگر زوایای مسطحۀ دو فرجه در دو نقطةٌ اختیاری واقع 
بر بال | نپا با هم مساوی باشند هی توان این دومسطحه را برهم منطبق 
کرد و در این صورت دو فرجه بر هم منطبق می‌شو ند . 

۷ لتیجه ‏ دو فرج رو برو متساو یند . 

زبرا زوایای مسطحة آنہا که در یکی از نقاط بال مشتر کشان 
رسم شوند دو زاوبۀ متقابل به راس خواهند بود و بنابراین هتساو ن . 


۶۸ - فرجه‌های مجادر - مجموع دد فر جه _ دو فر جه را 
مجاور یکدیګر ګويند ا ګر يالشان مشترك و یکی از دو وجه آنها نیز 
مشترك باشد و دو فرجه در دو طرف اين وجه مشترك واقع باشند . 


دو وجه غر هشترك را وجوه ځار جی دو فر جه مجاور یکدیگر 


می‌نامند . 


٭ طبق تعریف کلی : دو شکل هندسی را دد صودتی متساوی 
می‌گویند که بتوان آتها دا بر هم منطبق کرد بطوری که هر نقطه که متعلق 
به هر یکه از آن دو شکل باش دوی دیگری قرار کیرد . چون شکلهای 
هندسی دا مستقل از ماده در نظر می گیںیم » می‌توات فرض کرد که 


انطباق دو شکل فضابی ( با تحقق شرایطی که برای تساوی نها لازم است) 
امکان بذبر است . 


۴ 


در شکل ۵۶ › فرجه‌های 
0Q R (5) P0 (‏ ) مجاور 
کدی گر ند . 

مجموع دو فرجة »جاور 
به هم فرحه‌ای است که از دووجه 
خارجی آن دو فرجه تشکیل 


می‌شود ؛ مثلا در شکل ۵۶ فرجه ش ۵۶ 
PA BR‏ مجموع دو فرج @8 P4‏ د 048۴ مىباشد . 

فرجه‌های (@ › ۶ ) و (8 ۰ Q@‏ ) را محدب فرض کرده ام 
ولی مجموع | نپا بعنی فرجةُ ( ۴R‏ › ۲ ) ممکن است محدب با مقعر 
باشد . 

برای جمع‌کردن دو فرج اختیاری بایں آنہا را مجاور بیکدیکر 
قرار داد . 

4 همجنا که در هندنة مسطحه در مورد زوایا د يدها یم : در 
شکل ۵۶ » فرج ( 8 » Q‏ ) را تغاضل فرجه‌های (8 › ۲) د (@ › ۴) 
می امند ومی گویند فرجةٌ ( 8 » ۴ ) از هر یك از فرجه‌های (@) ۲ ) 
و( 8 . 0 ) بز د گتر است . برای جم عکردن چند فرجه › ابتدا 
وتا از انپا را ٻا هم جمع می کنند و به مجموع | نپا فرج سوم را 
می افزایند و عمل را ادامه هی‌دهند . مجموع چند فرجه بترتیبی که 


ا نپا را یکی پس از دیکری با هم جم می کنرم بستکی ندارد . 


نمر ,ہن حاصل ضرب يك فرجه را در یك عدد صحیح یا يك کسر 


۴ 
و همچنین سېت دو فرجه را همچنانکه در هندسۀ مسطحه در مورد زوایا 
۳ دیده‌آیم قفر بف کید . 

› چون تساوی و جمع را در مورد فرجه‌ها تعریف کردم‎ ٥ 
فرجه کمبتی است اندازه پذېر . بەکمك قضیة زیر می‌توان اندازهگیری‎ 
۰ قر د4ا را بۀ وسلة أندازه گیری زوا بای مس اة آ نپا اجام داد‎ 

ر 
عم قضیه ‏ نسبټ یك فرجه به فرج دیگرمساوی است بانیت مسطحه 
فرجة اول به مطحة فرجة دوم . 


در فرج AB‏ د A'B'‏ را در نظر ھی گیر یم د زونه 


A A [‏ هس طحة او لی را در 
یکی از نقاط بال 
y‏ آن؛ ×0y‏ و زاو نة 
ُ0 | 0 
م ماه دی را در 
BÊ lk‏ 8 .۔ بکی از تقاط بال 
شش ۵۷ 


آنء' و '0'×می نامیم 
(مشکل ۵۷) و فرض 
می کنیم که زوایای xOy‏ و x'O'y'‏ ك عاد مشر ك داشته باشند »> يعتی 


= ۱ # 2 ۱ . 
مثا ۳ راوه lı x Oy‏ زاویة x'O'y'‏ مساوی باشف»؛ دران صورت 
صر 


O ۴‏ * 2 
دارم 3 ا د اکر زاو ته xOy‏ را یھ چپار لست هتساوی 


2 زاو نه x'O'y'"‏ را قك سبك قسمت هنساوی تقسيم كنم » هفث زاو نة حاصل 


۴۳ 
همه باحم مساو ند وفرجه‌ها بی که ابن هغت زاو به » زوایای مسطحۀ آنا 
می‌باشند یز با حم مساوی هستند و واضح است که فرج 48 جار 
برابر یکی از این فرجە‌ها و فرجۂ '8 ۸ سه برابر یکی از آ نہاست 


۰ 


بعنی نسبت فرج ۸8 به فرجۂ '8 ۸ مساوی است با ج على : 


A8 فرجۂ‎ 


(١ A8 قرجة‎ × 0y اوي‎ ۳ 


۹- فتیجه ‏ اگر برای اندازه‌گیری فر جه‌ها فرجه‌ای را واحد 
اختیار کنیم که زاوبة مسطحه آن ساوی با واحد زاونه باشد ؛ اندازة 
هر فرجه و اندازة زاوی سطحه همان فرجه دوعدد متساوی خواطند 
لود 5 


زرا اکر دار تساوی ٩‏ شماره ۷٣١‏ › زاو x O'y'‏ هساو ی با 
واحد زاوبه باشد و فرج '8 ۸ را واحد فرجه اختیار کنیم » تساوی 


مزبور به صورت زیر در هی أ ید : 


جک اندازۂ زاوی و0 ×= اندازة فرجۂ A8‏ 


قرارداد - نظر به استدلال فوق اکر واحد زاوبه درجه باشد » 


واحد فرجه را فرجه‌ای اختیار می‌کنیم که مسطحة آن زاوية يك 
درجه باشد و آن را فر حه بك درجه‌ای می نامیم د اکر واحد زاوبه 
گراد باشد » واحد فرجه را فرجه‌ای اختیار می کنیم که مسطحة آن 
بكگراد باشد و آن را فرجۀ یك گرادی می‌گوبیم . 


۴۴ 


۴ - عر لف - فرجه قائمه فرجه‌ای است که زاويه سطحه آن 
قا تمه باشد . 


در شمارة FN‏ تعر ىف فر حه ئيم‌فضا را ديدم (شکل ۵۳( ؛ 
زاو به مسطحة بك فر جه تيمفضا عبارت است از يك زاوية نيم صفحه يعلى 
دوقائمه ؛ پس فرج نیمفضا دو برا برفرجة قاثمه است و په عبارت دیگر» 
فرج قالمه نصف يك فرجه نیم‌فضاست . 


۴ - نیمساز فر جه - نیمساز فرجه نیم صفحه‌ای است که به یال 
فرجه محدود باشد و فرجه را به دو فرجه متساوی تقس کند . 


اگر زاوبة مسطحةٌ فرجةٌ 

P۰ AB › Q(‏ )را در یکی از 

نقاط بال آن 0× بنامیم واويه 

×0y 0 1‏ را به وسیلة تبمخط 02 
نصف کنیم (شکل ۵۸ ) » نماز 
فرجۂ ( ۵ › ۲ ) عبارت است از 
ش ۵۸ تیم صفحة AB hz a aS R‏ 


A 


محدود و شامل نیم خط 2 می باشد ؛ زبرا زوابای متساوی 02× و 
20y‏ مسطحه‌های دو فرجة ( 8 › ۴ ) و ( 0 )۸ ) میباشند و لذا 
أبن دو فر جه هتساو ند . 
م ۴ ہہ قضیه ‏ نیساز هر فرجلا محدب › مکان هندسی نقاطی است 
که در داخل فرج مزبور واقع و از دو وجه آڼ به يك فاصله باشند . 
فرحۂ ( © : ۸8 ۰ ۲ ) و نقطۂ دلخواھی مانند ۷M‏ را داخل 
آن در نظر می گیریم و از نقطة ۷ عمودهای 1۴٤‏ و 1٤‏ را بترتیب 
بر دو صفحةٌ ۲ و © فرود می آوربم ؛ این دو عمود بر فصلل هشترك دو 
صفح ۲ و Q‏ نی خط 48 عمودند » بنابراین بال 48 بر صفح 


۴۵ 
HMK‏ عمود می باشد ؛ اکر فصل 
مشترك صفح HMN&‏ را با خط 
8 نقطة 0 بناميم »۰ زاوبة 
محدب 10€ زاویه مسطیحه 
فرجة محدب ( 0 › ۲ ) می‌باشد 
و MH‏ و M&K‏ عبارتند ازفواصل 
عة ۷1 از دوضلم زاو )810؛ 


ش ۵۹ 
برای اک MK 2 MH‏ هتساوی باشند ٤‏ لازم د کائی ست که نقطه 


1 روی تیمساز زاوی محدب 8۳0K‏ و بنا براین روی نیمساز فرج 
محدب ( @ › ۲ ) واقع باشد . 

۵ نک کر اغلب تعار یف و قضایابی را که در مورد زوایا در 
هزدسه مسطحه دیده ام می توان در بار فر جه‌ها تع میم داد و در این مورد 
به ذکر برخی از | نپا اکتفا می کنیم : 

ك فرجة محدب را بر حسب آنکه زاویة مسطحه‌اش حاده با 
منفر حه باشد فر جه حاده با فرجه منفر جه هی‌نامند . 

دو فرحه را متمم بکدیکر گویشد ؛ هرگاه مجموع آنپا يك 
فرجة فائمه باشد . دو فرجه را مکمل یکدیگر نامند » هرگاه مجموع 
آنا يك فرجة نيم فضا باشد . 

نیمسازهای دو فرجه که مجاور و مکمل یکدیکر باشند » یك 
فرجه قادمه وديك می ور ند : 

ئىمسازهاى دوفر جه هتقابل به بال » دو تمم صفحة متقابل هستنك : 


# 
اقلم 
ی 


با هم وك صفحه تشکیل می‌دهند . 


۴۶ 
اکر دو صفحة متوازی را صفح ثالئی قطع كند > هر دو فرجة 
متبادل داخلی با هردوفر جه متقا بل داخلی وخارجی باهم مساوی خواهند 


9 ظه. ا 
wd 7‏ 


ی ٥‏ ۔ صفحات عمود بر یگدیگر 


7 ۶ تعر لف - دو صفحة متقاطع را عمود بر یکدیگګر گګویند› 
هرگاه یکی از چھهار فرجه‌ای که از تقاطع نها یدید می ۲بد قاتمه باشد . 


چون فر حه قانمه صقف 

فرحة نیم فضاست (شمارةٌ ۷۲۷ ( 

‌ س - ز چپار فر ی ر 

کا سا کے تقاطع دو صفحة ۲ و © پدید 
می د ( شکل ۶۰ ) قائمه باشد› 
هر چپارفر جه مز بورقائمه خواهند 


دود ٤‏ بعنی 4 
دو صفح عمود بر یکدیگګر 
جهار فر جه قائمه یدید می ور نك . 
۷ زاو به دو صفحه- 


دو صفحة متقاطع ۶ و © چپار 
فر جه ددید مىأ د روئد که دو يدو 
متساوی با مکمل بکدنگر 
می باشند ( شکل ۶۱) .هر بك 


از این چپار فرجه را زاويۀ دو 


صفحة P‏ 2 ( می ناهد ‌ 


e ٢ 


Y- 
دیدیم که اگر پکی از این چپار فرجه قائمه باش » سه فرجة‎ 
دیگر تز قائمه خواهند بود ؛ در موردی که هیچیك از أبن فرجهها‎ 
فامه نماشند »› و بطور مطلق أز زاو نة دد صفحه گفتنگو شود » همقصود‎ 

زاو به حاو | نپاست , 


۸ قضیه ‏ اگر خطی بر صفحه‌ای عمود باشد هر صفحه که 
در این خط بکذرد برصةحة اول عءمود است . 


فرض می کنیم که خط 4۲۴ در نقطةُ ۴ بر صفحةٌ ۴ عمود باشك . 
صفحةٌ ۴ را از خط ۸۴8 می‌گذرانم و فصل مشترك صفحات ۲ و R‏ 
را خط × می‌نامیم ؛ واضح است که ر× از نقطة 8 می‌گذرد . 

حال از نقطة ۴ در صفح ٣‏ ›عمود ٤‏ را بر × اخراج 
می کنیم ؛ خط ۸۴8 که بر صفحۂُ ۴ عمود است بر خطوط #۴ و xy‏ 
که در آین صةحه واقعند نز عمود 
می‌باشد ؛ زاوی 4۴8 زاوبة 
مسطحۂ یکی از فر جه‌ها ہی است 
کہ ار تقاطع صفحات ۲ و R‏ پدید 
هیا ند ؛ چون این زاوبه قائمه 
است صفح ۴ بر صفحة ۶٣‏ عمود 


هی باشد . 

۹ - قضيه- اګر دو 
صفحه بر یکدیگر عمود باشند و از نقطه‌ای که در یکی از این دو صفحه 
واقع باشد خط عمودى بر فصل مشترك نها فرود آوریم این خط برصفحة 
دبگر نیز عمود است . 


ش ۶۲ 


FA‏ هندسة پنجم د یاضی 


فرض می کنیم کہ صغحات ۲ د ۴8 بر ھم عمود باشند ؛ از نقطه 
٠‏ ۸ واقع در صفح ۴ عمود 451 را در این صفحه بر فمل مشترك دو 
صفح هز بور فرود می آوریم (شکل ۶۲ ) ؛ اگر از نقطةٌ ۴ عمود 8 
رأ در صفحۂ ۲ بر خط ۷× اخراج کنیم راوه AHt‏ راوه اة 
یکی از فر حه‌های صفحات ۴ و ۸ است و چون صفحات. ۲ و 8 برهم 
عمود هی باشند ان زاو به فا مه اآست › بابر اين خط ۸8 از ك طرف 
بر × واز طرف دیکر بر ا عمود است » پس بر صفح ۲ عمود است ۔ 

٥‏ - می توان قطایای شمارۀ ۷۸و ۷۹ را بکجا به عبارت زير 
بیان کرد : 

شرط لازم و فی برای آتکه دو صفده بر یکدیگر عمود باشند این 
است که یکی ازآنھا شامل رك خط عمود بردیگری باشد (یا بکی از آنا 
عمود بر بك خط از دیگری باشد) . 


*# u ا‎ 

ا ۸١‏ قضیه ' - اکر دو صفحه بر بکدیگر عمود باشند و از 
نقطهای که در یکی از دو صفحه واقع باشب حط عمودی بر صفحاا دیگر رسم 
کنيم ؛ أن عموت در صفحة اول واقع اسي . 


فرض هی کنیم که دو صفح ۶ و ۴ بر هم عمود باشند ؛ نقطهۀ څ 
رآ در صفح ۸ اختیار می کنیم 
و از آن عمود 48 را بر صفیحة 
۶ فرود میا وردیم؛ باید ٹا بت کیم 
که 8ھ درصفحة R‏ واقم است . 
اگر در صفح R‏ از نقطةُ ۸ 
عمود 48 را بر فصل هشترك د 


ش ٣و‏ صفحه فرود آوریم نطر به شمارة 


چ فضا بای شمارة ٩۹‏ ۸۱ عکس قضيه شمار؛ ۷۸ هستند 


tte, E a e : اة‎ 


5 رم (CO.‏ 
ی / 0 إ ۱ ۳ 
و 
ي ا _ eee‏ ا 7 ْ 
أ 
اگ 
۹ خط &ھ برصفحۂ ۶ عمود است وچون از نقطة ۸ يك خط سشتر بیشتر ار 
نمی‌توان پر صفحة ۳ عمود فرود آورد » 411 بر ۸ منطبق ات ؛ ١‏ 
بعنی عمود ۴8 ھ4 در صفح R‏ واقع ہی باش , کا ر س 


aH ake Î 


Ar‏ تیصرہ - گر دو صفحه بر یکدیگر عمون د باشند و از نقطه‌ای 
واقع دد خارج این دو صفحه خطی بریگی از آذها عمودکنیم : این خط با 
صفحلا د یگر موازی است . 


دو صفح عمود بر هم ۲ و © را در نظر می گیریم (شکل ۴ء۶) 
وازنقطۀ ۸ که درخار ج هردوصةحه واقع اث » خط 0 را برصفحة © 
عمود می‌کتیم ؛ باید ثابت کنیم که خط 0 با صفح ۲ موازی است . 
اگر در صفح ۶ خط 4 را عمود 
بر فصل مشترك دو صفح ۲ و 
رسم کنیم ؛ أبن خط بر صفحة @ 
عمود است (شمار:۷۹) وبنابرادن: 
با خط ( موازی‌است (شمار؟#ه)؛ 
وچون خط ( با مکی از خطوط 


صفحةٌ P‏ موازی ست 1 ا أن اد4 موازی مي داشد 


۳ قضیه ‏ اکر دو صفح متقاطع بر بك صفحه ءمود باشند › 
فصل مشتر ك ۲ نها بر آن صفحه عمود است . 


فرض می کنیم که دو ص فة 
P‏ و Q‏ بر صفح ۴ عمود باشند ؛ 


نقطهۀ ۸ رارویفصلمشتر كصفحات 


۶ و Q‏ اختیارمی کنیم(شکلدء)؛ 


۵o0 
› نظر به شمار: ۸۱ » عمود ۸0 که از نعط ۸ بر صفحة 8 فرود أ مد‎ 
در صفحات ۲ و واقع است ؛ بنابراين »> 40 برفصل مشترك دوصفحة‎ 
. هز بور منطبق هی باشد‎ 
: قضة فوق را می‌توان به أن صورت نز بان کرد‎ 


اکر بك صفحه بردوصفحه متقاطع عمود باشد › بر فصل مشتر لكآ نها 


رم ۴ قضیه - از خطی مانند ۸8 که بر صفحه‌ای مثل ۲۶ عمود 


نیاشد ؛ می توان الك صفجە گذرانں که بر P‏ عمود باشد و لبش از یکی 
نمې توان "۰ 


lı MM' b> AB خط‎ yı 


از صفعحه P‏ مود کیم (شكل 


۶۶) » صفحه @ که از ووخط 

ش و منقاطعم MM' , AB‏ 
می گذرد در صفيجة P‏ عمو واست (شمارة۷۸)؛ س: ,بك صقحه می توان 
عمو د کرٹ ر فیح دیگر که از AB‏ بکذرد ي صف P‏ مود 
باشد » شامل خط ' 1۷1 خواحد بود (شمارة۸۱) و بر صفحة © منطبق 
خواهدں شد ؛ س : بیش از يك صفحه نمی‌توان عمود گرد . 


نمر ین ١‏ ۔ ثا بت کنید که اگر خط 5 با صفح ۲ موازی باشد : 
هر صفحه که بر خط ([ عمود باشد » بر صفح ۲ نیز عمود است . 

لمر ین ۲ - ثابت کنید که اگر دو صفحه متواذی باشنں » هر صفحه 
کہ ہر یکی اذ آنھا عمود باشد ؛ ہں دیگری نیز عمود أاست . 


اھ 


٩‏ ۔ تصو یر تام در بات صفه 


4 ۵ تعر نف P zis‏ و نقطە‌ای مانلك ےرا در نظرمی کیر م 
و از نقطة ۸ عمود '۸۸ را بر صفح ٣‏ فرود هیآ ورم (شکل ۷ء۶) ؛ 
بای أن‌عغمود عى زقمله A‏ را تصو در قا تم ا بطور ااه نصو در 


فة A‏ ر صفیحة P‏ )ا روک صفحة P‏ ) هی ناهند. در ان مةام» صفحه 


. را ویکمق لے زقطه ۸ ھی کو شد‎ AA' را صفحة صو لر و عمود‎ P 
را‎ 


رر تصویرقائم* هر نقطه بر يك صفحه عبارت است از پای عمودی 


که از ان نقطه بر آن صفحه فرود آید . 
اکر نقطه‌ای ما ناد ۸ خارج ار صف تصوار واقع باشد › تصور 
آن نقطه » نقطه دنگری است مانند ۸ که در صفح ۴ واقع است ؛ 
ولی اگر نقطه‌ای مانند 8 در صغفحه تصویر واقع باشد » تصوهرش بر 
٭ ددشکل ۷ء۶ ؛ اگر مصود نقطة ۸ یعنی خط ' ۸ ۸ برصفحة تصویر 
ءمودنباشد بلکه به مواذات خط معلومی باشد. ددراین صورت تصوبر دا مايل 


می گویند : به ان منأسیت ست a5‏ گاھی قائم دود صو در را حاط شان 
می کثند ل ان کٿاب ما فط تصو یر فائم دا مورد مطا عه قراد می دهږم . 


۵ 
خودس منطق است ( شکل F۷‏ ( . اکر تصو در نقطەای ر ك صam2‏ 
در دست باشد نمی توان وضمآن نقطه رأ درقفطا| مشخص کرد زرا ملا 
دار شکل پا ٤‏ نقصلة A‏ صو ر جمیح نقاطی است که بر حط ےھ واقع 
هستند . از مجموعة تصاویر نقاط مختلف شکل ۴ بر صفح ٥‏ شکل 
مس طا ما تئل F'‏ فلا دف دص آم۵ a5‏ آ | ب ب 
ی ی ن را تصویر شکل ٣۴‏ بر صفسة ۶ 
ر ۶ - قضیه ‏ تصویر هر خط راست بر صفحه‌ای که بر آن خط 
عمود نیاشد ؛ بك خط راست است . 


صفحةٌ ۲ و خط راست 9D‏ راکہ بر صفحه ٩‏ عمود نیست » درنظر 
ھی کیریم و نقطةٌ ۸ را روی خط ( اختیار می کیم و تصویر ۸ را 
صفحۂ ۴ نقطۂ ۸ می نامیم(شکل 
۶۸ ) ؛ از وو خیطل متقاطع 1 و 


ل 


AA'‏ صةحهای می گذرد که آنرا 


شس ۸ 9 می نامیم ؛ صفح @) بر ۶ عمور 
أست (شمار ۷۸) وفصل مشترك ان با صفحةٌ ۲ خطی اسن که از ری 
4 می گذرد ؛ این خط را '0 می نامیم ؛ خط "0 تصویر خط 0 بر 
صفح ۲ إست ؛ زرا مصور هر نقطه مانند M1‏ از خط 0 در صفحةٌ 0 
واقع است ( شمارة ۸۱ ) و بنابراین » تصویر 11 بعنی نقطة 11 روی 
D' k>‏ واقع می باشد . 
2 اگر تصویر خطی بر بك صفحه در دست باشد » نمی‌توان وضع 
ان خط را در فضا مشخص کرد . 


اکر خط راست ھ4 در نقطه‌ای مانند ۾ بر صفحۀ ۲ عمود باش 


ت 
(شکل ۶۹) » تصاویر جمیم نقاط خط A‏ 
A‏ روی صفح ۲ بر قط ۾ منطبق 
خواهند شد و در اين حالت خاص › 
تصو در خط راست ۸ رر صفحة ۶ > یك 
نقطه ست . ۶۹ 
در شکل ۶۸ ۰ صفحه () را صفح مصور خط 0[ بر صفح ° 
می گو ید . ھر خط راست دیکر که در صفح () واقم باشد › تصورش 
روی صفحۂ ٣‏ بر حط '( منطبق است . 
به عبارت دیکر ؛ اکر صفحه‌ای مانند () بر صفح تصوبر عمود 
باذد » تصاو یر جمیع نقاط وخطوطی که در صفحه () واقع باشند › بر فصل 
مشترك صفحة () و صفحة تصودر واقع اأست . 
تسیر ۸۷ ۔ نعیجہ ۔ اولا اگر خط راست ۸1 بر صفح ۲ عمود 
نباشد » تصوبر قطعه‌خط ۸1 بر صح ۲ عبارت است از قطہهخط 
که دو سرش تصاویر نقاط ۸ و 1 می باشند (شکل ۶۸) . 
ثانا اگر صفح زاوبه‌ای بر صفح تصویر عمود نباشد » تصویر 
ان زاو به نز وك زاوبه است. همچنن اکر صفحة یك چندضلعی بر صفعحه 
تصو بر عمود نباشد > تصویر آن فز بك چندضلعی است . 
۴ 
صفحه تصو بر را در نقطه‌ای مانند0 _. 
قطع کند (شکل۸ء۶) › تصوبر آن‌از 
نقطة 0 می گذرو؛ واگرخطی مانندد 


باصفحة تصو بر مو زی باش (شکل ۷۰)؛ 


۸ - تبصرة ١‏ اکر خط1 


۴ھ 


این خط با تصو یرش موازی است و در این صورت هر قطعه‌خط مائاں 
8 که روی خط 4 اختار شود > با تصویرش مساوی است 
AB—=A'B'‏ 
at‏ ۹- آمصرة ۴ اندازة تصوير هر قطعاخط بريك صفحه » ماوی 
است با حاصل‌ضرب طول آڼ قطعه‌خط در کینوس زاوي حادهای که 
محمل قطعه‌خط مز بور با تصویر خود بر صفحه بدید می‌آورد . 
تصو:ر فطعهخط ۸8 
را بر صفح ۴ قطعهخط 
AB b> slj» AB’‏ 
را با تصوبرش بر صفحةٌ ۴ 
زاونۀ ‏ می نامیم(شکل۷۱) 
و از نقطة اه در صفحة 
BB A‏ خطی بەموازات 
۸8 رسم می کنیم تا خط 8B8'‏ را درنقطۂ € قط ع کند ؛ €'۸ با A8‏ 


مساوی است و در مثات قائما زاوي A'CB'‏ دارم : 
A'B'=A'CX cosa = AB X cos@‏ 
٥ a‏ ۔ قضیه - ار دو خط با یکدیگر موازی باشند » تصاوبر 
آنها روی یك صفحه یا باهم موازی یا برهم منطبق هسعند (الیته درصور تی 
که دو خط متوازی مزبور بر صفح تصوبر عمود نباشند) . 
دو خط متوآزی 48 و 60 را که بر صفحه تصوبر ۳ عمود 


ئ٬سسفف‏ » در نظر هی گیر بم ؛ تصاو در نقاط ھ 3 0 را Cً SS:‏ می نامرم 


ج 


۵۵ 
(شکل ۷۲) ؛ مصورهای '۸4 و 6€ که ھر دو بر صفح ۶ عمود 
هستند » باهم موازیند ؛ بنابراین 
اکردو صفحة مصور ABB'A'‏ و 
' 0€ برهم منطبق نباشند ؛ 


با هم موازی سنك ) شمارةٌ ۹ ( 


و فصل مشتر کپای اين دو صفحه ش ب 
با صفحة ۲ پعنی خطوط '۸'8 و C0"‏ باهم موازی می‌باشند 
(شمارة )۳١‏ . 

اگر دو صقدة ممصو آے A BB' A'‏ ر CDD'C'‏ فر م ناطبق 
باشند ۽ در أن صورت خطوط متوازی CD sı AB‏ در رك صةحه که لر 
صفحه تصودر عمود ست واأقعنك د تصاو در نپا ر هم ماطبق هی باشند . 

١‏ د نتیجه ‏ ادلا تصویر هر متوازی‌الاضلاع روی صفحهای که 
بر صفح آن عمود نباشد ؛ بك متوازیالاضلاع است . 

ثانا - تصاو ر دو قطعه‌خط متساوی و هتوازی نز دو قطعهخط 
هتساوی و متوازی می باشند . 

اگر نقاط ۸ و 8 و € روی بك خط راست و قاط A‏ 

د C':B'‏ سر تمت تصاویر أ فپا در ركت صفعده باشند ؛ دارم : 
AB A'B'‏ 
AC  A'C‏ 
تصوبر أن قطعه خط واقع است . 

C'D' s A'B'» دو قطعە خط متوازی‎ UD نمرین - ۸8 د‎ 
AB _A'B' 
CD CD’ 


: د خصو ص ٤‏ قصو بر وسط هر فطعه خط › ار وسط 


تصاویں آ تھا بر یك صفحه هستند ؛ ثابت کنید که 


۴ 

تمصرہ ۔ عکس ضيه ٥‏ صحبح يست ؛ عنی همکن است که 
تصاویر دو خط بر بك صغحه با هم موازی باشند ولی آن دو خط با هم 
موازی نىاشند . 

نمر ,ین ے ثابت کنید که شرط لازم و کافی برای آتکه تصاویر دوخط 
متنافر ہر يك صفحه با هم مواذی باشند ؛ این است‌که صفحه‌ای‌که از یکی از 
آن دو خط به‌موازات دیگری بگذرد ؛ برصفحۀ تصودر عمود اشد . 
ر ۳ - قصضیه ‏ تصاویر یك شکل روی دو صفح متوازی » دوشکل 
متساوف هشند . 


شکل PF‏ د ص متوازی P“,P'‏ را در نظر هی کیریم و 


تصاو یر ۴ را برصقحات ۲٣'‏ 
و ٥‏ بتریب ۴ و ۴ 
هی نامیم و روی شکل ۴ سه 
قط ۸ و 8و € راطوری 
اختیار هی کنیم که اولا این 
ش ۷۳ ) سه نقطه روی بك خط 


راست نباشند و ثانا صفحةُ مثلث ۸8€ بر صفحات '۲ و ”۶ عمود 
نباشد و يك نقطه دلخواه دىگر نز ها نند M‏ روى شکل ۴ در نظر 

جوت درقسمتهای بىدی این کتاب از این قضیه فمَط دد حالتی که 
شکل مورد چٹ يك مثلٹ بأ شد استتاده خواهيم کرد i‏ می‌توات بف جای این 
قضيه به اين حکم اکتفا کرد : تصاویر هر مثلث مانند ۸8€ روی دو 
صفحه متوازی ( که با صفح 8)0 ۸ موازی نباشند ) دو مثلٹ متساوی 
می ناشن . درواقع و شکل ۷۳ دو متات (" A'B‏ و BC”‏ “4 درحالت 
سه ضلع متساویند . 


-۵۷- 
می‌گیریم و تصاویر تقاط ۸ )8 › € و6 را بر صفحات ٣'‏ و ۴ 
ترتىب ۸'1 › M' ›€' › B8'‏ و CB” › A“‏ › ىميم . 
دو مثلك '€'۸'8 و ”۸8€ ( در حالت سه ضلع ) با حم 
مساویند و می توا نیم صفحة را طوری بر صفح "۲ منطبق کنیم که 
تقاط "۸ » "8 و "€ بترتیب بر نقاط '۸ » '8 و "© منطبق شوند ؛ 
در أین‌صورت نقطةٌ 1 نیز بر نقطةٌ 1 منطبق خواهدشد ؛ زرا اگر 
نقطة "11 بر قط دیگری مانند ,1 از صفحةٌ "۲ منطبق شود › ازيك 
طرف خواهیم داشت : 

: و از طرف دیگر › ,۸'1 = “4'1 ؛ پس‎ HM" A 
؛ بنابراین › نقطة ۸ روی عمودمنصف فطعه خط‎ A M' =A, 
€٥ واقع أست و همین استدلال را می‌توان دربارۂ قاط '8 و‎ MM, 
 هعطف تکرار کرد یعنی قاط ۸ و '8 و '€ هر سه روی عمودمنصف‎ 
خط ,1'۷1 واقع هستند و اين همکن نست ؛ زرا چون قاط‎ 
بر بك استقامت نستند › نقاط '4 و '8 و "0 نیز روی‎ CB 4و‎ 
رك خط راست واقع نمی باشند ؛ بنابراین همانطور که کفتیم نقطه‎ 
بر "1 منطبق می‌شود . به همین ترتیب » هر نقطه از شکل ۴ بر‎ ۳ 
مکل '۴ و ھر نقطہ ازشکل ۴ بر شکل ۴ منطبق میشود ؛ پس اہین‎ 
. دو شکل متساو ند‎ 

۳ نتیجه - تصوبر هر شکل مطح ۳ که صفحه‌اش با صفحة 
تصو ير موازی باشد › با خود آن شکل مساوی است . 


تصو بر تائم ياك زاوي ثائمه بر بك صفح 


مر ۴ - فضي ١‏ - !ر بكضلع زاو به قائمه‌ای با صفحة تصویرموازی 


AA 


باشد ( و ضلع دیگر آن برصفحة تصوبر عمود نباشد ) تصویر آن نیز بك 


زاو نه قا مه BAC‏ 2 صقحدة P‏ را در نظر می کیر ام 2 فرص 

2 ) موازی باش‎ P ص‎ 2 A 
عمود‎ P در صفحة‎ AC ضلح‎ 
ساشی) ؛ تصاور نقاط ھ و‎ 


P wis yı ا‎ CB 


ش ۷۴ 

بترتیب 4 و '8 و '0 می نامیم (شکل ۷۴) . 
خط '4'8 ا خط 48 موازی است (شمارة ۸۸) ؛ بنابراین › 
'B'‏ بر خط ۸€ عمود است ؛ از طرف دیگر › خط '۸'8 کہ در 
صفح ۲ واقع است »› بر خط ' ۸۸ که بر أبن صفحه عمود است»ءعمود 
می باشد ؛ پس خط '۸'8 بر دوخط متقاطم از صفحةٌ !0۸۸€ عمود 


است و بنابراین » برصفحة مز بور عمود می‌باشد ؛ بعل بر جمیع خطوط 
راست واقع در أن صفحة »و از حمله ار >ط A'C'‏ غمود است س 
زاونه B'A'C'‏ قا دمه ست 


£ ہے ې‎ u 
قصیه ۴ ا٣ر بك ضلع زاوه‌ای با صفحه تصویر موازی‎ ۵ 24 
باشد و تصو بر آن زاو به يلګ زاو به قائمه باش » خود آن زاو به نیز امه‎ 


است ۰ 

زاو ده BAC‏ د صح ° را در ثظر ھی کیریم د لصاو در نقاط 
Pixie yl) C», BA‏ بترتب ۸ و '8 و € می تامیم 3 فرص 
می کنیم ضلع 4۸8 با صفح ۲ موازی و زاوی 8۸€ قائمه باشد 
(شکل ۷۴) . 


۵۹ہ 
خط ۸8 با خط 8 4 موازی است (شمارة ۸۸) ؛ بنابرادن › 
8 از بك طرف بر '€ ۸ عمود است ( شمارة ۱۸) و از طرف دیگر 
بر 4۸ عمود می باشد (شمارة ۴۵) ؛ پس خط ۸8 بر دو خط متقاطع 
از صفْحةٌ '€ 0K44‏ عمود است و بر آن صفحه و همچنين بر جميع 
خطوط راست واقع در آن صفحه و از جمله بر خط ۸€ عمود است ؛ 


يعن زاویة 84€ قائمه می‌باشد . 


f‏ ۶ ۔ قضية ۴ - اگر تصوير يك زاویه قائمه بر يك صفحه زاو یا 


قائمه باشد › لااقل یکی از اضلاع آن زاوبه با صفحه تصویر موازی است . 

زاوی قائ 84€ و صفح ۳٥‏ را در نظر ھی گیر یم و فرض 
هی کنیم که تصویر زاویة مزبور بر صفحةُ ۲ پعنی زاویة ")8'۸ قائمه 
باشد (شکل ۷۴) . 

اگر ضلع 4€ با صفحة تصویر موازی باشد » حکم ثابت است . 
ہس فرض می کنیم ۸€ با صفح ۲ موازی اشد ؛ خط '€'۸ کہ بر 
خط مصور ' ۸ھ وهمچنن بر خط '8 '۸ عموداست» بر صفح '8 ۸ 8A۸‏ 
عمود هی باشد و بنابراین › بر خط ۸8 از أن صفحه نیز عمود أست ؛ 
س خط 48 بر دو خط غیرمتوآازی ۸€ و')'۸ ازصغحة '€' CAA‏ 
عمود است د در يجه بر صفحة مز بور عمود هی باشد و بر خط ' A۸۸‏ 
که در ابن صفحه واقع أست نیز عمود است ؛ حال گوبیم دو خط A۸8‏ 
و 8 ۸ که دریك صفحه واقم‌هستند وبر AA'‏ عمود می باشند»‌متوازی 
هستند و بنابراین » 8 با صفحة ۳ موازی است . 


- خلاصه - می‌توان سه قضبةٌ اخىر را ابنطور خلاصه‌کرد : 


ے۵ کے 

اگر زاویه‌ای دو شرط ازسه شرط زیر را دارا باشد › شرط دیګر را 
نیز داراست : 

1 قائمه بودن . ۴ موازی بودن یکی از اضلاع با صفح تصوبر . 
۴ قائمه بودن تصوبر زاویه بر صفحه . 

وبه اس ٿرتسب › واضح هی‌شود که هر دو قضبة اختیاری ازفضا بای 
۴ و ٩۵‏ و ٩۶‏ را می‌توان عکس قفي دیکر دانست . 

۸ و نبز می‌توان از سه فضي نامیرده احکام زیر را نتیجه 
گرفت : 

اول : برای آنکه تصوير قائم بك زاوي قائمه بر باك صفحه زاوي 
قائمه باشد » لازم و کافی است‌که یکی از اضلاع آن ذاوبه با صفح تصوير 
موازی باشد . 

ازوم شرط › از فة ۳ شمارة ٩۶‏ وکفابت أن › از قضيةُ ١شمارء‏ 
۴ واضح هی‌شود . 

ثانا : برای آنکه زاوبه‌ای که یکی از اضلاعش با صفح تصوير 
مو ازی است قائمه باشد › لازم وکافی است که تصویر ۲ن قاثمه باشد . 

ازوم شرط › از قصب ۱ شمارة ٩۴‏ وکفایت آن »› از قَضبةُ شمارء 
۹۵ روسن می شود . 

۹۵ و‎ ٩۴ اول در قضایای ۱ و ۲ شماره‌های‎  هرصبت‎ - ٩ 
فرض کرد ( شمارۂ‎ ٣ را وأقع در صغحة‎ AB همواره می‌توان ضلم‎ 
و به أبن ترتیب » قایای مز بور همان قطي سه عمود وعکس آن‎ ) ۳ 


می دا شد a5‏ در شماره‌های خا 3 ab‏ د يدها م . 


کہ 
ثانا در قطابای ١‏ و ۲ و ۳ می‌توان به‌جای اضلاع راوه 
B40‏ دو خط متنافر عمود در هم اختیار کرد ( در أبن صورت »› فضا بای 
مزبور را بیان کنید ) . 


۷ زاو ره خط راست ا و شیو 


00 — تعر لف ا گر خطی ار باك صضحه عمو د اشد › زاوبة حاده‌ای 
را که آن خط با تصویر خود برآن صفحه پدید می ورد › زاوا آن خط 
با آن صفحه با میل آن خط سیت به‌آن صفحه می‌نامند . 


اکر خطی ا ك صح موازی اشک 1 زاوتة ان یا را أن 
خطوط أن ایو عمود ست i‏ اسطلےا می کو دد a5‏ زاو نة أن خی ا 


ا چ قا مه است . 


r‏ ۹ قضيه - میل بك خط نسبت به يك صفحه »و چکتر ړن زاو یه‌ای 


است که خط مز بور با خطوط آن صفحه بدید می آورد . 

خط راست ©٥‏ و صفح ۶ را در ثظر ھی گیر م و فصل هشتر ل 
آنہا را 0 می نامیم و از نقطة اختباری ۸ داقع بر خط D‏ عمود AA!‏ 
را بر صفحةٌ ۶ فرود می آوریم ؛ خط '04 تصویر خط 0 بر صفح 
۶ و زاوی '404 مل خط 0 ست به صفحة ٣‏ است ؛ باید ثابت 
کنیم که این زاوبه از زاوبه‌ای که خط 0D‏ با هر بك از خطوط صفحه 


a 
مثلا با خط 4 بدید می آورد › کوچکتر است . البته نظر به تعر نف‎ ۶ 
D 


ش ۷۵ 


زونه رو خط در فضا (شمارة ۱۷) › می‌توأنيم فرض کنیم که خط 4 از 
قله 0 می‌گذرد . 

اگر خطوط 0 و4 برهم عمود بعنی زوایای آ نپا قائمه باشند › 
چون زاویةٌ ۸04 بنا به فرض حاده است » قضه ابت است و اگر 
0 و4 بر هم عمود نباشند »> خط 4۸ در نقطةُ 0 به دو نيمخط تقسم 
می‌شود کہ یکی از آنہا با نیمخط 04 زاوی حاده و دنگری زاوية 
منغرجه دید می آورد ؛ نیمی از خط 4 را که با 0۸ زاوی حاده پدید 
می أ ورد › ×0 هی امم ؛ روی ×0 قط 8 را طوری اختیار می کنیہ که 
0B‏ مساوی با 0 اشد ؛ دومثات ' 0۸4 و 048 در ضلع 0۸ 
مشتر کند و دارأای دو ضلع متساوی A‏ و 0B‏ می باشند ولى اضلاع 
سوم نپا AA‏ و AB‏ مساوی نستند » عن ' ۸۸< ۸8 (عمود 
و مامل سیت به صفحة ۲ ) ؛ پس زوابای مقابل به اين دو ضلع نيز 
هتساوی نستند ؛ يعلى XOB >AOA'‏ . 


٠٠۳ )‏ شيب يك خط نست به ريك صفحه 


کن 

۶ / 

ے تانژآنت زاو ده 
شر خط راست را یا يك صفحد » شیب أن خم ست بهن صفحه ھی 
تاهنك . در شکل ۵ شب خط 04 ست به صفحه ۴ عبارت است از : 


ıAOA' ھ‎ 


۸ ے مود م بشتر ك دو وو متنافر 
rt‏ 
تر ٣١۴‏ - مسګله - دو خط متنافر 10 وھ مفروضنكد ؛ می‌خواهيم 
خطی معین کنيم که بر هر دو خط مزبور عمود باشد و هر ډوی ٣‏ نها را 
وطح کند . 


بر خط D‏ صفحه ای ےھ موازات خط ۸ 4 ان ط ر هی گذرا نیم 
(شمارة ¥( : نقطه‌ای مانند 0 روی خط D0‏ اخسار کرده و أز اَن نواه 
حط 4 را به موازات 4 ھی کشم ٤‏ صفح P‏ کەاز دو خط 0 و 1۴ 
می گذرد i‏ با خط هھ موازی ست (شكل (Y۶‏ » ا گر خطی م ر 4 د 
| اعود راش ٤‏ ر صفحه ٩‏ عمود خواهں دود و بعکس ٤‏ دس راستای 
خط مطلوب» راستای خطی ست ما نك 0 که غمود بر صفحه ۲ رسم شود 
و کافی است خطی معن كنم که را مواآزی باشف و Ds‏ را فطعم 
کد . اما هر خط مانند ۸۷۲ که با ۵ موازی باش و خط 4 را قطم 
کی درصفحه‌ای وافع ست که ار خط 2 بکذرد و در صفعحة عمود شود 
ان ت2 Ae‏ را a5‏ در واقع E‏ مصور خط 2 ار صفح P‏ می باشد 
صفحة @ هى نايم ۴ قصل هشتر ك صفيحه Q0‏ را فد P‏ که در واقع 
تصو در خط 4 در صفح ٣‏ است و آن را A‏ هی ناهم ٤‏ با خط D‏ موازی 


۴ هکدسۀ پنجم د یاضی 
تىست* و آن را در نقطه‌ای مانند 8 قطع می کند . خطی که از نقطهٌ 
8 بەموازات ۵ (یعنی عمود بر صفح ۴ ) رسم شود» درصفحة © واقع 
می‌شود و خط 4 را در نقطه‌ای ما نند ۸ قطع می کند . خط aS AB‏ 


خطوط 0 و 4 را قطع می کند و بر ١‏ نپا عمود است : جواب هکله 


بطو ر خلاصه ‏ برای حل مسئله » بر خط 0 صفة ۶ را به 
موازات خط 4 مرور می‌دهیم و خط 4 راروی این صفحه تصویر 
می‌کنیم و فصل مشترك تصوبر أن را با خط 0 قط 8 می‌نامیم ؛ 
عمودی که از نقطد 8 بر صفح ۲ رسم شود > خط 4 را در نقطه‌ای 
مانند ۸ قطع می کند و جواب مسثله است . 
بعث ‏ چون خطوط 0 و 4 بنا به فرض متنافر ند » صفحة ۴ 
وجود دارد و منحصر به فرد هی باشد (شمارة ۲۴) ؛ وعمانطور که درضمن 
استدلال فوق‌گفترم » نقطةٌ 8 وجود دارد و البته منحصر به فرد هی باشد ؛ 


# ذيرا خطوط 0 د 4 بنا به فرش متنافر ند و خط '۸ که یا لے مواذی 


است (شمارة ۸۸) نمی‌تواند با 0 موازی باشد و چون خطوط ([ و '4 در 
صفحۂ ۲ داقع هستند و متوازی نیستند بکدیگر دا قطع می‌کنند . 


E © 


1 


ّ د > 
CC‏ مسحل 7 ا 


اسر 


GE‏ س س۶ 


یس متاه همواره همکن أست وفقط بك جواب دأرد . 


: گفتیم » فيه زير نجه می‌شود‎ ٠۰۴ ے از ا نچه در شمارة‎ 1o8۴ 


سے ا يه - هر گاه دو خط متنافر مفروص باشند ¡ هموارهء باك خط 


راست می‌آوان بافت که هم بر هر دوی ۲ نها عمود باشد و هم هر ډویا نها 
را قطع کنك. 

10۵ تعر لف خطی که بردو خی مشنافر عمود. اشد د هردوی 
نپا را فطع کنں عمود مشتر ك دو خط مز بور نامىده می‌شود ۰ 

۶ ہے نمر لن ہے اولا تحقیق کنید که برای ساختن عمود مشر ك 
دو خط ©[ و 4 ١‏ پساذ تعیین داستای د ٠‏ کافی است يك صفحه بر خط (] 
ده موازات 4 وبك ص یح ی ڊر خط 4 رھ مواذات 4 مر ول دهيم ٤‏ قصلمشتر ك 
این د4 صقعحه ۽ عمود مشتر ك مطلوب خواهد دود (شکل ۶ ۷) . 

انا تحقیق کنید که اکر دو خط متنافر بر هم عمود بأشند ؛ عمود 
مشثرك آنها عبأرت است اذ فصل مشترك دو صفحه‌ای که بر هر یك از آن دو 
خط بگذدد و بر دیگری عمود شود . 

۷ تبصرہ ‏ اگر دو خط متف طح باشند » خطی که از نقطه 
تةاطعشان بر صفحة | نپا عمود سود » 


نا خطی ست که هر دوی | نپا را 


قطع می کند و در هر دوی| نپا غمود 


جه ا 


ىتسا 4 در آون حالت › اسن حمل وا 


مون مشتر ك دد مل هر اور هی نامند (فكل (YY‏ » 
اکر دو خط متوأزی دا شی شر خط که در صفحة آ نپا عمود ر 
یکی از آنپا رسم شود » بر دیگری نیز عمود است و دو خط مزبور 


سپا یت عمود مشترك دارند . 


کے 


قر فاصلة دو خط متنافر 


راسا 
r‏ ۸ - قضیه ‏ قطعه‌ای از عمود مشترك دو خط متنافر که بین 


آڼ دو خط محصور است »کو تاهتر بن قطعه‌خطی است که یك نقطه ازخط اول 
را به بلك نقطه از خط دوم وصل می‌کند . 


طول أبن فطعه خط را اقصر فاصله دو خط متنافر می‌نامند . 
نقطةٌ دلخواه ۷1 را روی خط 4 و نقطةٌ دلخواه × را روی خم 
D‏ اختیار می کنیم (شکل۷۶) ؛ چون 4 با صفحة ۲ موازی است» نظر به 
شمارة ۶۲ دارم : 1M‏ = 48 ؛ اما قطعەخط ' ۸۷[ کہ بر صفح ۴ 
عمو است » از قطعه‌خط [N‏ که بت به صفحه ۲ مابل می باشد › 
کوڃکتر است ؛ س AB > MN‏ . 
خاطر نشان می کنیم که طول ۸8 عبارت است از فاصلۀٌ خط 4 
از صفح ۲ ہا فاصلة دو صفح متوازی که یکی شامل خط 4 و دیگری 
شامل خط 0 اشد . 
۹ آبصره - اگر دو خط متقاطع باشند » اقصر فاصلة آ فہا 
صةر است و اکر دو خط متوازی باشند » فاصله آن دو خط متوازی 
اقصر قاصلة أ نہاست . 


م ۹ مساحت : را م راف موه 
وسو زر ر ے2 


ص ٥‏ - قضیه ‏ مساحت تصوبر يك چندضلعی مسطح بر پاك صفحه ء 
مساوی است اا حاصل صرب مساحت آن چند صلی در کینوس زاو رث" 
حاده‌ای که صفحاا چندضلعی مز بور با صفح آصویر دید می آورد . 


به شمارة بپ مرا عه کنید . 


¥ 

برای اثبات این قضه سه حاأت تمیز هی‌دهیم : 

حالت اول مساحت تصویر مثلثی که بك ضاعش با صفحة تصوبر 
موازی با در صفح تصوبر واقع أست . 

مثاث ۸8€ را در نظر می‌گیریم د فرض می‌کنیم که ضلع 8€ 
ازا هثلث »با صفحهة 
تصو بر موازی باشد و 
چون تصاو بر بك شکل 
روی دوصفحه متوازی 
همواره باهم مساو شد 


(شمارة؟۹) ¢ می وان 


بە‌<ای صفحة تصویر» 
صفحة ۲ را که شامل 8€ و با صفح تصو بر هوازی است » اختیار کرد 
(شکل ۷۸ ) . 

تصویر قط ۸ را بر صفحةٌ ۴ قط ۸ می نايم د lرliiء٘ AH‏ 
از مثلت ۸8€ را رسم می‌کنیم ؛ مثلتث )۸'8 تموبر مثاث 8€ ۸ 
بر صفح ۲ است وچون ضلع HO‏ از زاو فانم A HC‏ در صفح P‏ 
واقع است » تصومر زاوبه مز بور ر صغحة ۴ یعنی زاو بۂ €]۴' ۸ فام 
است ( شمارة ۹۴ ) ؛ بنابراین » ۸۲84 ارتغاع نظر راس '۸ از مثلك 
BC‏ ۸ می باشد واز طرف دیگر» زاوی ' 1۸ ۸ کهآ ن را » می‌نامیم» 
میلح فرج ( ۸ و 8€ و ۸ ) است و اگر مساحت مثلٹ ۸8€ را 
8 و مساحت مثلٹ 8€ '۸ را '5 بنامیم › دارم : 

)۸٩ (شمارة‎ A'H = AHX cos 


۶۸ -۶۹- 
ا رسم کردن قطرها یی از بن ضلعی مفروض که از راس A‏ می گذر ند» سے 
مثاث دید هیآ ید که مساحتپای آنا را 5 و S,‏ و SS,‏ می ناهیم ٤‏ اگر 


S',yS"‏ و م5 بتر تیب» مسا حات تصاو در متلشہای مز بور بر صفحة ٣‏ باشند 


S'=BC x A'H=- BOX AHcost=S X cost 


ر دالت ٹر م دساعحت تصودر بك ماف دلخواه ‌ 
اگرہیچیك از اضلاع مثلٹ 8٥‏ ۸ با صفح تصوبرموازی ثہاشد» وزاوة حادء ص پنجضلعی با صفحة ۲ را » بنامیم » می‌توان فوشت: 
از نقاط 4 و 8 و © سه صفدة متما وز می توان به موازات صفحة تصودر 


Sy cos ٠ :‏ = ,"9 
مرور داد که یکی از آنپا مابین دو صفحة دیگر واقع نباشد ؛ فرش Sy =S,sos@‏ 
y Oy c08 (‏ 
ھی كنم ار این سه صقدة : صفده a5 P‏ از راس Û‏ به موازأت صف n: cost‏ ۴ 
Oy‏ 


صو در می گذرد { ما سن E‏ صةحة دىگر واقع اشد و صفحه P‏ رابه‌جای 


و چون تساوبپای فوق را 
ص فة تصوں اختمار می‌کنیم ( شمارۂ ٩۲‏ ) ؛ خط AB‏ صفح P۲‏ را در 


نقطه‌ای مانند ۵ که در خارح عضوبعضو با هم جمع کنیم» حاصل 1 
قطعه خط 48 واقم است » قطم مشود ¦ Bie 0 ١‏ 
مک کد کا BOD sota) = (ABODE Doe‏ 
حالت نیز زاوی صفحة ۸8€ با بطور ت چ 
ش ۷۹ صفحةٌ ٩‏ را زاوية » بنامم » نظر تصو بر آن را '$ و زاوی صفحة چندضلعی با صفحة تصویر را 2 بناهيم › 
به حالت اول می‌توان نوشت : داریم : 


(١) | S =Scose | ) A' 0)] مساحت مثلٹ 5€ ۸ ) = (مساحت مثلٹ‎ ( × coe 


و میں × ( مساحت مثلٹ 85C‏ ) = (ساحت ثلٹ )8'0 ) 


درصور تی که صفح چندضلعی با صفح تصوبرم‌وازی باشد »› ۵ 
وچون‌طرفین تساوی دوم را از طرفین تساوی اول کم کنیم» حاصل مساوی با بك است ومساحت تصویر چندضلعی با مساحت خود آن چند - 
هی‌شود : ضلعی مساوی ست . 
دس ×٥‏ (مساحت مثلث 8€ ۸) = ( مساحت مثلث €'86 '۸ ) 
م حالت سوم ہے مساحت تصویر بك چندضلعی . 
مثلا پنجضلعی ۸8٤0۴‏ را در نظر می‌گیریم و تصویر آن را 
روی صفح ۲ پنج ضلعی '8 '0'€'۸'8 می‌نامیم ( شکل ۸۰ ) ؛ r‏ 


٠١‏ گنج يا زاو يه صه وچی 


1 تعر یف سه نيخط 4 و SB‏ و 8€ را که در مہداً 


¥0 
مشترك باشند و دريك صفحه واقع نباشند؛ در نظر می گیریم (شکل۸۱)؛ 
هر بك از تاحیه‌هایی را که سه صفح ۸S8‏ و 85€ و C54‏ تواماً از 
فضا جدا می‌سازند » کنج سه وجھی با زاو به سه دجهی می ناهند'. 
تقطةُ $ مشٽرك بن‌صفحات نامىرده را دآس و هر بك از صفحات مذ کور 
را وجه وفصل مشترك هردووجه را ,يال 
و زاویه بین هر دوبال را زاك له و فرجه 
سن عردو وجه را فر جۀ کنج سه وچپی 
هی‌-خوأئند . 

کنجی را که الماش نیم‌خطپای 


شش ۸۱ A‏ و SB‏ و 96 و بنابراین › راش 


5و وجوهش سە صنحهٌ 488 و 85٥‏ و 684 می باشد ؛ با علامت 
فراردادی 5.480 می نمایانند . 

بالړا و فرجه‌های 84 و 58 و 86 را بترتب دو برو ا مقایل 

به وجوه با زوایای 85€ و 6S4‏ د ۸58 مى 5ویند . 
¢ ۴۳- کنج سه قائمه - اگر از 
نقطة $ راس زاوبة قَائْمةُ 4۸88 عمود 
€ را برصفحة این زاویه اخراج کنې» 
8 کنج سه وجپی 8.48€ که هر سه 
زاویهآن قابمه هستند ؛ تشکیل هی‌شود؛ 
ش ۸٢‏ این کن را کنجچ سه‌قائمه می ناهند 


١‏ مصفحات تامحدود ۸58 د 85€ ود 6S۸‏ ۰ فطا را به جن 
أيه اسيم ھی گند £ 


۷ 
(شكل (A‏ . ار ىك ار بالپای ادن کنج ٤‏ درو ده ر وروی جود عمود 
است (شمارة١۴)‏ وهر نك از سه فر حه ان كنج ٤‏ فا دمه ET‏ زرا Ye‏ 


زا وة قامةٌ ۸88 عبارت است اززاو به مسطحة فرح (8 و 8€ و 4). 


Ts‏ 1۹1۳ قضه ‏ در هر کنج سهوجهی هر زاو به از مجموع دو زاو به 


دبگر لو جکتر ست . 
مثا را اث ھی كنم a5‏ در کج S.xyz‏ زاو نه xSy‏ ار هموع 
دو اوه دىگر کوچکتر است (شكل (A‏ . الىته اسندلال در صود تی 
ازوم دما می کزں که زاوبه xSy‏ أز شر مك ار دو زاو به دیگر بزرگتر 
اشک (وکرنه سحت قضه واضح واه ود( ؟ س رض ی م : 
X52‏ < 7× و 5±ر<وS×‏ باشد. 
حال › در زاوبۀ 5× که نا به فرط ار 
زاو x Sz‏ زر گتراست › نیم خط St‏ 
طوری رسم می کنیم که داشته باشىم : 


(0) xSt= xSz 


ش ۸۳ 
و روی نیم خطپای ×5 و 8y‏ بترتیب » نقاط دلخواه 4 و 8 را 


اختار و خط ۸8 را رسم ھی کنیم (i‏ نیم خط غ5 را در نقطة 0[ قطح 
کند و روی یم خط 52 نقطة € را طوری اختار هی کنیم که داشته 
باشم S0=D‏ ؛ از تقاطح صفحه‌ای که از سه نقطۀ ےھ و 8 و0 
هی گذرد با وجوه کنج مفروض » مثاث 48€ پدید می بد . 

دو مثلث ۸8€ و ۸80 (در حالت دو ضلع و زاوبة بین آنپا) 


۷ 
: متساویند بنابراین » 40=4€ ؛ و در مثلٹ 48€ دار‎ 
«AD= ACùg+s ‘AD+ DB<AC+-CB lL AB<AC-+H-CB 
DB<CB 

حال گو بیم در دو مثلث 85€ و 850 دو ضلع از یکی با دو 
ضلع از دیگری مساوی است ( 80=80 و 88 مشترك ) ولی اضلاع 
سوم نپا متساوی نیستند ( 08>€8 ) ؛ پس زوایای روبروی این دو 
ضلم نبز متساوی نستند و دارم : DSB<ESB‏ 

با در نظر گرفتن تساوی (۱) » می‌توان نامساوی فوق را به این 
صورت فوشت : ASD+- DSB<ÃSt+-ÖSB‏ 


| KSB<ASt+ESB ا‎ 


۴ نوجه - در هرکنچسهوجهی هرزاویه از تفاضل دو زاوي 
دیگر زر کتر است . 
مثلا اگر در کنج سه وجہی 8.48€ داشته باشیم : 
ÃSB>»ESB », AÃSB>AÃSC‏ 
از قضبة ۱۱۳ معلوم می‌شود : 
AÃSC+ESB>ASB‏ 


کے 
کنج سە‌وجپی 2ر×.5 را در نظر می‌گیریم و بال ×5 را از 
طرف 5 امتدأد می دهم ا نیم خط Sx‏ يدسٽ اك (شکل ۸۴) چون 
وضة ۳ را در هورد کنج سه و می S.x'yz‏ بکار ارام 4 حاصل 


می‌شود : 


x 
(۱) ySz < x" Sy +X Sz 
× 5z اما زوانای پڀS؟'»× د‎ 
x ×5 تریب » هکمل زوابای ,8× د‎ 
2 را می توان بذصوزرت‎ )١( هستند د رأبطة‎ 
۸۴ ش‎ 


: زیر نوشت‎ 
ySz < (140° — xSy) + (\A0°— X52) 
ySz + XSy +XS2 Crse° وازآنجا:‎ 


۱ ۔ کج یا زاوی چندو ہی 
۶ ہ تعر یف ۔ چندین صفحة متقاطع که بر یك تقطه بگذر ند 
S‏ 


( فصل مشت ر کپای انپا بر 
بت نقطه مرور کنند ( e‏ 


ESB>ASB—ASC » | ÃSU>ASB-ĞSB| lî jl s ت‎ 


ھر م ۱١۵‏ ۔ قضیه ۔ در هر کنچ سه وجهی » مجموع سه زاو ره از چهار 
1 قا مه کو چکتر ست . 


تواماً فضا را به چندىن 
احیه تقسیم هی کنند که هر 
رك را كنج ( اا به جند- 
( اون قضیه حالت خاصی |است از فيه شمارة ۱۹۸ که بعداً ۰ وجھی) می نامند . 
خواهیم دید ) . نقطة تقاطع صفحات رأ 


۷۴ 
) ا ) ھ۷ 
2 5 ر از 7 را 3 کن د 2 ت هشترك را ,بال برای بدست آوردن بك کنج چندو حپی هحدب »› کافی است که ك 
ج وز ا ا فع دریك ر زاو به کنج می‌خوانند. نقطة دلخواه مانند 8 در خارج صفحة بك چند ضلعى مسطح د محدب 
معمولا هر کنج چندوجہی را با عدةٌ وجوش تشخبص می‌دهند اختبارکرده وآن نقطه را به جمیم رأسپای چندضلهی مز بور وصل كنم 


وآن را با حرف راس ويك < ف از ھر بال مے خواناد وحنانحه اشتا 
ر رال هی خوا نند وچا فچه اسساهی و امتداد دهیم (شکل ۸۶) . 


رخ ندهد » فقط به‌خواندن حرف راس کنج نیز هی‌توان اكتفا كرد . : 1 ۹۸ ۔ قضیه - مجموع زوایای‌ھ ر کنج چندوجهی محدب؛ از چهار 
هثللا شکل ۵ نماش ك كنج پنج د جہی A BCDE‏ .8 بە رس ٣‏ قائمه کوچکتر است . 

5 اتک ھر :ك jlڏصlaaت ESA» DSE» CSD » BSC » ASB‏ ہك کنج چند دجہی محدب در نظر هی کیریم و صفحه‌ای آختیار 
بك وجه آن و هریك از نیم خطپای 84 و 88 و 8€ 89و €$ ` می‌کنیم‌که جمیم‌یالپای آن 8 

(مشترك بین دو وجه) بك ال آن وهر بك از زوایای ۸88 د 85€ را قطع کند و مقطع أبن 

› رك زاو یگ آن است . صفحه را در كنج مفرو‎ ESA و‎ DSE CSD» 

ص ۷ ۔ کنچ محدب ۔ اکر بك کنج چند وجپی بتمامی در بک چندضلعی 5۴٤‏ )۸8€ می- 

طرف هر وك از وجوه خود واقم شود انرا کنج چناد وجپی معدب نایم ؛ مىدا نیم که اين 


جاك ضلعی مدب ست 
( مکل ۸۸) ؛ هرك ازنقاط 
...9€9B A‏ رأ 


DSB , B. CSA » A. BSE sila )‏ .€ و ...)۰ و نظر به قضۂ 


شمارة ۱۹۳ می توان وشت : 
B.CSA iS)  ABC<ABS-+SBC‏ ( 


ر 


(C.DSB < ) BCD <ECS+SCD و‎ ۷ e 

می‌نامند (شکل ۸۶ ) و در غیر این صورت › کنج را مقعر می کویند ڪ,  (D.ESC < ) EDE<EDS+SDE‏ 
شکل (AY‏ . کے کے کے 
2 ست ۵ ج سەر محدب هی باشل . کے کے کے 

ّ ی ا ی و A.BSE «< ) EAB<CEAS-+SAB‏ ( 


۷¥ 


ان نامساو درا را عضو بعضو با هم جمع هی کنیم ؛ «مجموع سمت 
چ » عبارت است از مجموع زوا بای داخلی چادضلعی محدب مقطع د 
اگر کن ص وحپی باشد »› این مقطح ك 1 ضلعی محدب است ومجم وع 
زوایای راخلی آن ۲ ۴ ۲1 زاویة قامه می‌باشد . 
مجمو ع طرف راست »۰ عبارت است از مجموع زوایای ميداور به 
واعدع و مثلت جانیی ازقيل AB‏ و BC‏ dعغىرo‏ ؛ مىدا نی که مجموع 
زوا ای داخلی و ملك » مساوی است با و۲ قائمه واگر مجمو ع زوایای 
کن مفروض را 5 بنامیم مجموع طرف دوم مساوی است ب 
( 8 -قادمه ۾ ) و بابر این : 
8 س1 n‏ > قائمە )۴~ (YA‏ 


ٹج لدو ج هرز أو به |زەجمو عزوایای 

. وت کلیت که 3رت 7 2 1 و‎ lt * j 
| لمر لن ۰ - رکنج ف د گی کوجکتر ا‎ 
مقطههای‎ ۹ 


یك کنچ چند دجھی 
به وسيل دو صةحة 


د حپی O0. XYyYztu‏ را 
در ثظر می کیر دم وفرض 
می کیم که دو صفقحه 
متوازی ۴ ڪ,'P C7‏ 
بالپای ابن‌کنج را قطع 
كنند و فصل مشترك 


¥ 


الپای ×$ و Sy‏ و 8z‏ و S1‏ و 80 رابا صفحه ۴ › نقاط ۸ و 8 و0 و 
E'sD'yC' B's A' bli (P'izislıs E, D‏ می نامیم(شکل۸۹)ء 
وهر دو راس از دو چندضلعى 8°5٤‏ ۸ و ' 9'٤‏ '€ '8 '۸ راکە روی 
يك بال كنج واقع باشند » مانند ۸ و '۸ » رأسپای متناظر وهر دوضلم 
ازآ نپا راکه رویبكوجه‌کنج قرار داشته باشند (مانند ۸8 و '۸8)» 
ضلعپای متناظر می گوبیم . 

واضح است که هر دو ضلع متناظر از دو چندضلعی مقطع »› با هم 
هوازیند ؛ زیر این دو ضلع » فصل مشت رکپای بك صفحه با دو صفحة 
متوازی می باشند ؛ وهمچنین هردوزاو دة متناظرمانند 8€ ۸ و A ' B'€'‏ 
از ابن دو چند ضاعی با هم مساویند ؛ زرا اضلاع آنا نظیر بنظیر 
متوأزی و متحدالحړت می‌باشند ؛ و از تشابه مئلنہایی مانند 048 و 


: و غره حاصل می‌شود‎ OA'B' 


OA _AB OB _BC_OC_.. 


OA AB OB BC OC 


A'B' B'C' CD DFE' E4! 


2 از آ نجه کفتيم ضمه رر ددست می ید : 


قضیه : !گر دو صفح متواذی جمیع بالهای ريك کنج را 
قطع کنند» درد و چندضلعی مقطع :د دا بای متناظر باهم مساو ,یند 
و اضلاع هربك از اإلن دو جند ضلعی با اضلاع نظیر خود از 

٥‏ _ نتیجه - فرض کنیم که کنج 21× .0۰ محدب باشد 


YA 
عبارت ست از مجمو م‎ A'B'C'D'E' سا حت چندضلعی‎ ٤ (شکل۸۹)‎ 
بترتت › ا‎ a A'D'E' sA'C'D' s A'B'C' مسا حات مثلفپای‎ 
مشابه می باشند ؛ سبت تشابه هر‎ ۸ D€ د‎ A) د‎ A۸ 8€ مثلنہای‎ 
OA'. 
5| وا‎ ٤ 0A2 يك ازمئشای اول دەمتاث هش ده خود عرارت ست‎ 
و '11 بناعیم » نسەت تشابه هز دور‎ ٩1 تصاو : ر نقطة 0 برصفحات مقطع را‎ 
٤ نظر به | نچه در شرل سه مطح دیده ایم‎ 9. , E مساوی است اا‎ 


OH' ۲ __A 8€ ماحت‎ A € ساحت'9‎ A' D' E مساحت'‎ 
OH J ABC czzl. ACD sele ADE >U 


د ازاسن رو ¿ ليده هی‌شود : 
A‘B'C'D'E'zzla OH"‏ | 
ABCDE =>. OH'‏ 8 


عنی : اگر دو صفح متواری جمیع بالهای بلك گنج محاب را 


قطحع کنند » نسیت مساحات دو مقطع مساوی است با نسبت مر بعات فواصل 
راس کنج از دو صفحة قاطع . 


آنمرربن 
oL‏ _ ابت کنید که سه خط داست که دو بدو متقاطع باشند ؛ یا دد يك 
ممه وات با از يك نقطه می‌گذدند . 
OL‏ تاب کنیدکه اگر مه سفحه دودو تقاطع پاشند ؛ فمل مخت کا۶ 
آنھا یا از پك نعط می گذد زد با دودو متوازیند . 


أذ بّطة مفروض 0 خط راستی بگذدانید که خط راست معلوم (1 


9 ا معلوم ) را قطع گند . 


۷۹ 


۴٣ xX‏ قطمه‌خطی رسم‌کنید که يك سرش روی خط داست معلوم ([ و سر 
دیگرش دوی صفحة معلوم ۳ واقم باشد و نقطة مفروض 0© وط آن قطعه _ 
خط بأاشد . 
کم ۵ اذنقطةۂ معلومی خط داستی بگذرا نید که دو خط متنافر دا قطم کند. 
y 2‏ ٿا بت کنید که بيٺها يت خا رأاسیت می وان پافت a5‏ اسه خط رأ ست 
را که دو بدو مٿٽافر هستند : قطع کد . 


خطوط و صفحات متوازی 


۷ - صفح ٥‏ ودونتطة ۸ و 8 درآن صفحه و نقطةً 0© ددخادج إن 
مفروض است ؛ دو صفحه آز 04 د 08 می‌گذدند و صفح ۴ را در دو خط 
متواذی قطع می‌کنند ؛ مطاوب است تعیین مکان هندسی خط ([0 فصل 
مغترڭ اين ددصفحه . 

- دو نقطةٌ 0© و '0 و دوخط داست (5 د '(7 در فضا مفروضند ؛ 
دوخط متواذی معین کنید‌که یکی اذ آ نها ازنقطة © بگذرد و خط D(‏ دا قطعم 
کند و دیگری از نقطة 0 بگذدد و خط '( دا قطع کند . 

٩‏ طا داستی معین کنید که خط داست معلوم ([] دا وطع کند و ا 
صفحۀ مفروض ۲ موازی باشد و از نقطة معلوم 0 که در خارج خط ([ و 
صفحة ۲ واقع ست »؛ بگذرد . 

٥‏ - دو خط داست 4 د '۸ و خط داست ([ که باهیچيك از آ تهاموازی 
نیست مغروض است ؛ خط داستی معین کنید که 4 د '4 را قطع کند و با 0[ 
موازی باشد . 

١‏ - مطلوب است تعیین کان هند , اوساط قط خطهایی‌که يا خط 
راست معلوم ([ موازی و دو سرشأن در دو صغحة معلوم واقع باشند . 

۲ - قطة معلوم () در حارج صفحة مفردض ۳ داقع است + مطلوب 
است مکان هندسی اوساط قطعه خطهایی که نقطةٌ () دا به نقاط مختاف صفحة 
۴ دصل می‌کنند . 

۴۳ دوخط داست متنافر © و '(1 صفح ۲٥‏ دا درنتاط ےھ د 8 وطح 
کرده‌اند ؛ قطعه خط N‏ دا مواذی با صغحۂ ۴٥‏ طودی معین کنید که یك 
سرش روی خط ([ و سر دیگرش روی خط '( و طولش [ باشد. 

۴ ۔ ثابت کنید که در هر چھارضلعی معوج ( یعنی چهارضلعیی که 


Ao‏ هندسڈ پنجم ر یاضی 


داسھا یش در يك صفجه واقع نیستند ) » دو خط واصل بین اوساط أضلاع 
غير متوالی و قطىه خطی که اوساط دو قطر را به هم وصا می گند > در يك 
ماه متقاطع هستند و أين نقطه در وط هريك أذ نها واقع است . 

۵ - هار نط ۸ د 8 د 0 د 9 که در يك صفحه واقع سيف ¡ 
مقروضند ؛ ثابت کنید که شش صفحه‌ای که شامل دو نقطة دلخواه از تقاط 
هز دود 9 نیز شامل وسط قحاعه خطی که دو نقطة دیگںر را به هم وصل می کند 
باشند ١‏ از يك نقّطه می گذر ك . 


حط و صةحه عموف در طم 

۶ صفح ٥‏ ونتطۂ © دران مقروضند ؛ از نعطة 0© ودر صنحۂ ٣٥‏ 
عمودی بر خط مەروض ([] (غیر واقع در صفْحة ۲) معین کنید . 

۷ دایر: © که در صفح ۲[ رسم شده است و نقطه ‏ در خادج 
صفح ۶ مفروض است ؛ دطلوب أ ست ەیین کوتاهترین و بلند تی دن وطءه حطی 
که نقطة ھ۸ دا به یكی اذ نماط دايرة © وصل می‌کند 

۸ خط راست (] و دو نتطۀ ۸ د 8 که با خط (© در یك صفحه 
وأاقع نیستند › مفروطند ! دوی خط D(‏ نقطه‌ای ماناد ) چنان معین کنید که 
مثلث 8€ ےھ متساوی | لساقین اشد (سه حالت) ِ 

۱۹ مطلوب است تعیین مکان هندسی نقاطی که از سه داس یك مثلٹث 
به یك فاصله باشند . 

٥‏ ہ نقطه‌ای تعیین‌کنید که از جهار نقطۀ غير داقع دروك صفجحه بويك 
قاصله بأشد . 

۹ - مطلوب است تعیین مکان هندسی نتاطی که از دو خط متوازی 
به یك فاصلاه بأشند . 

۴٢‏ ات کید که یرای آنکه دو نقطة معلوم ۸ و 8 از صفحه‌ای 
مانند ۳ به ك فاصله باشنه ؛ لازم و کافی است کہ صنحۂ ۴ با خط 8 A۸‏ 
موازی باشد یا إذ وسط قطعهە‌خط 8 ۾ بگذرد . 

۳ صفحه‌ای معین کنید که ازخط راست معلوم ([ تگذرد و دو نط 
معلوم 4 د 8 ؛ از آت به یك فاصله باشند . 

۴ مثاث )8 4 و نقطة © در خارح صفحة آن مفروض أست : 


A\- 
صفحه‌ای معین کنید که اذ نةطة 0 بگذرد و نتاط ھ۸ ۰ 8 و € ازآت به یك‎ 
. فاصله باشند (۴ جواب)‎ 

۵ - چهاد نتطۀ ۸ . 8 »€ د 5 که در یك صفحه واقع نیستند ء 
مفروضند . صفحه‌ای معین کنیدکه زاین چهار نقطه بهيك فا صله باشد( ۷ جواب). 

٢ ۶‏ مطلوب است تعيين مکان هادسی پاهای عمودهابی که از نقطة 
معاوم 0© بر صفحاتی که از خط مفروش ( می‌گذد ند فرود آيئد . 

۷ ۔ مطلوب است تعیین مکان هندسی اط ۷ واقع در فة ٥۳‏ 
که اذ آن اط » فطەخط 8 ھے واقع در خارج صنحۀ ۳ به زادیۀ قاکمه دیده 
شو نك . 

۲۸ مطلوب است تعیین مکان هندسی نتاط ‏ اذ فضا که تښاضل 
مر بعات فواصل آ نها اذ دو نقطةٌ معلوم ۸ د 8 مساوی k"‏ باشد . 

(MA'—~MB'= k") 

X4‏ ایت کنیك که برای آثکه دو واه خط CD» AB‏ بر ھم عمو د 
باشند » لازم و فی است كە رابطةُ "58 CA'—CB'= DA'—‏ 
برقر اد باشد . 

٥‏ مطلوب است‌تعیین مکان هندسی نماطی که از صفح [٩‏ به فأصلة 
معلوم 1[ داقع باشند : 

۹ اذ نقطة معلوم 0© صفحه‌ای بگندانید که با خط راست معلوم 0 
موازی و خط 9 از آت به فاصلةٌ معلوم 1 واقع ر 9 

فرجه ۔ صفحات عمود برهم - تصو بر قانم r‏ 

۳۲ صفح ۶ و خط (© و نقطة ۸ در فضا مفروضند . از نقَطة ےھ 
صفحه‌ای موآذی با خط © و عمود بر صفح ۶ معین کثید . 

۳۴۳ از دوخط متناف عمود برهم دوصفحه می گذدا نیم که برهم عمود 
باشنه . ثا بت‌کنید‌که اگریکی‌|اذاین دوصفحه تغیبر کند» دیگری ثابت می‌ماند . 

. ۴ فر جة ( 0© د ۴) د نعط ۸ در وجه ۴ و نتطةً 8 در وجه @ 
مفروض است . آذ خط 8 ۸ صفحه‌ای بگذرانید که پال فر جه دا در نقطه‌ای 
مانند [M1‏ قطع کند بطودی که ذادیة ۸18 فائمه باشد . 

۵ ۔ مطلوب است تعیین مکان هندسی نةاطی که از دو صفح متقاطع 
به بك فاصله باشند . 

۶م مطلوب است تعیین مکات هندسی نقاطی که نسبت فواصل آ نها آذ 


A 
راشد‎ IF دو صفح مققاطم علد معلوم‎ 

۳ مطلوب ست لعیین مکان هند سی نقاطی a5‏ مجموع قواصلا#ان از 
دو فیح متقاطع مساوی با طول معلوم 1 باش : 

۳۸ سه صفح ۴ ؛ © و 8 اذيك نقطه می‌گذرند. مطلوب‌است تعیین 
OKs‏ هندسی نقاطی که از آین ىك صفح به بك فا صله با شید ٩‏ 

۳۹ مطاوب ست تعین مان هندسی نقاطی a5‏ 1 دو دمل متدا طم 

۴o‏ مطاوب ست تعیسن مان هندسی نقاطی که ازسه حل متقارب غير 
واقع ذل بك صقت ده ك ؤا صله باشند . 

۴١‏ دوخط راست متفاطع ×0 × د 0y‏ 'پ مفروضند . مطلوب است 
تعیین مکان هندسی <طوط راستی که از نقطه 0© بگذرئد و با دو خط مز بور 
زوایای مشساوی دید آورند . ٍ 

۴۲ مطلوب است تعیین صفحه‌ای‌که اگریك جهارضلمی معوج مفروش 
دا روی آن تصویر کنیم ياك متوازی‌الاضلاع بدست آید . 


Ere 
ر‎ 


۱ ۔ چندوجپی و اشام آن 


ياي ا ¥" ۴ 2 
4 ۳۹ - تعر لف سے در هسه ھ سیه (هندسة سال جپارم )د ده دد 


که هر خط شکستۀ مسدود که روی بك صفحه رسم شود > ده شر ط ا نکه 
خودش را قطع نکند » رك ناحیة محدود از صفحه را در برمی گیرد . در 
هندسة فضا بی ین ناحبة محدود ازصفحه را چندضلعی مسطح می‌نامیم. 

جسمی راکه سطحش منحصراً ازچندضلعیهای مسطح تشکیل شده باشد؛ 
چندوجهی می‌نامند . و هر يك از اين چندطلعرا را ك وجه و هر 
بك از اضلاع آ نپا را ك بال و هر رك از راسپای آنہارا بك دآس 
چندوجپی می‌گویند . ( شکل 
)٥‏ . هر دو وجه مجاور به هم 
در بك بال مشتر کند و فرجه‌ای 
ډک دد می ورند که آن را يك 
فر جه جسم می‌گویند و هر چند 
بال که از بك راس می‌گذر ند بك 


کن چندوجہی بل ند می | ور ند 


که آن را بك کنچ جسم می‌نامند. قطعهخطی که دو راس غیرواقع در 
بك وجه رأ بهم وصل کند بك قطر چندو ی ناهىده می شود 


Af 
سے‎ 


۱۳۳ ۔ چندوجھی محدب ‏ چندوجہی را محدب نامندهرگاہ 
تمامی در بك طرف صفحةٌ هربك از وجوه خود قرارگیرد (شکل )٩۰‏ . 

جمیع وجوه هر چندوجهی محدب » چندضاعیه‌ای محدب تند . 
زرا مثلا ا گر در شکل ٩۰‏ ال ۸8 را که متعلق به دو وجے۴ و '۴ 
می‌باشد در نظر بگیربم » چون این چندوجهی در بك طرف صفحة ۴ 
واقع است » چندضلعی "۲ در یك طرف خط 8 ۸ واقع هی باشد و این 
استدلال را برای جمیع بالپای جسم می‌توان قکرار کرد . 


به همین طربق هعلوم می‌شود که 
اگر صفحه‌ای سطح بك چندو جہی 
محدب را قط ع کند » مقطعآن يك 
چندضلعی محدب خواهد بود . 
کا ا 
بك چندوجپی محدب را در بیش از دو نقطه قطع کند وگر نه صفحه‌ای 


که از این خط بگذرد › سطح چندوجہی را دریك چندضامی مقعرقطع 
واھ کروی این شن ست 

در صورتی که چندوجہی محدب نباشد › آ٘ن را مقعر می نامند 
(شکل١۹)‏ . 

٢۳‏ ۔ چندد جھی منتظم محدب - يك چندوجھی محدب دا 


که جمیع وجوهش چندضاعیهای منتظم متساوی وجمیع فرجه‌هایش‌متساوی 
باشند چند ر جھی منتظم محذدب می نامند 


IN‏ کح ۴ - قضیه - بیش از پنج نوع چندوجهی منتظم محدب وجود 


ذد رث , 


3 


دوازدەدجهی 


منتظممحدب منتظام مجدیاب 


وجوه بك چندوجہی منتظم محدب فو اس مشلشپای متساوی - 
الاضااع يا هربع با بنح‌ضلعی منتظم محدب وغیره باشند . 

عد وجوهی راکه درك راس باهم مشت ر کند ( ویکی از کنجهای 
جسم را یدید هیآ ور ند) » 0 هتامم ؛ مىدا نیم که مجموع زوآیای هر 
کن چندوجپی محدب ازجم ارقاڈمه کمتراست و نیز خاطر نشان می کیم 
که اندازة هر دك از زوابای :ك لNاضلمعى‏ منتظم محدن » هساوی است با 
YN — F۴‏ ,„ 

قاٹمه 

اولا_ اگروجوه جسم مثلشای متساوی‌الاضلاع باشند » بايد داشته 

باشیم عم ۶0 × 1 و پنابراین طا از ۶کو کثراست وفقط هی توأ ند 


مقادىر ۳ و ۴ و هھ راداشته اشد ؛ پس چندو حپنپای منتظم معد بی که 
وحوهشان مثلشای متساوی‌الاضلاع باشند سه نوع سشتر ندستنكد : هر 
رك از کنجہای آن ہا سەوجپی ہا چہاروجہی یا پنجوجپی هسنند . 

[ ا کا نظہر هر بك از مقادیر ۳ ,9¥ naaSd‏ 


نیت داده شود » بك چندو جى منتظم محدب وجود دارد که وجوهش 


£ 
مثلثپای متساوی‌الاضلاع می‌باشند و عبارتند از : چپار وجپی منتظم 
محدب ( ۳ ٥=‏ ) و هشتوجپی منتظم محدب ( ۴= ) و بیستوجپی 
نتم محدب ( ۵= )] . 

ثانیاً - اگر وجوه جسم مربع باشند » بايد داشته باشیم : 
۳۶۰ × د و بنا براین ٥‏ از ۴ کوچکتراست وفقط می‌تواند مقدار 
۳ را داشته باشد . 

[ثا بت می کنندکه نظیرمقدار =٣‏ د ہك چندوجہی منتظم محدب 
وجود دارد که وجوهش هربع می‌باشند و آن عبارت است از مکعب 
بعنی شش‌وجہی منتظم محدب ] . 

ثالٹا ‏ اگروجوه جسم پنج‌ضلعیپای منتظم محدب باشند » بايد 
داشته باشیم ۳۶۰ > ۱۰۸ × 1 و بنابراین 1 فقط می‌تواند مقدار ۳ را 
داشته باشد . 

[ثابت می کنندکه نظیرمقدار ۳= ہ۸ ہك چندوجہی منتظممحدب 
وجود دارد که وجوهش پنج‌ضلعی منتظم محدب باشد وان عبارت است 
از دوازده وجہی منتظم محدب ] . 

دابعاً - اگروجوه جسم شش ضلعیهای منتظم محدب باشند » باید 
دأاشته باش ۶0 > 0 ×1 بعنی باید ۸ کوچکٹر از ۳ باش و این 
ممکن ليست و به همین طر یق چندوچپیپای منتظم محدبی وجود ندار ند 
که وجوه آنا چندضلعیهای منتظم محدب دیگر ( ازشش ضلعی به‌بالا) 
باشند . 

بنابرابن فقط پنج نوع چندوجپی منتظم محدب وجود دارد که 
درسه نوع آن » وجوه » هثلث متساوی‌الاضلاع ودر يك نوع آن» وجوه › 


AY 
. مر ډو در وك وځ ان وجوه › پنجضلعی مننظم هیحداب می باشند‎ 
در حدول ردر احزای مختلف جندوحجپپای مننظم محل مت‎ 


ا له ست : 


۵ - سطمح منشوزری ۔ہ هرگاه خط داستی مانند ıs MM'‏ 
فضا چنان تغييرمکان دهدکه همو ارهبا خط داست ثابتی مانند 2⁄ موازی 
داشد و بر چندضلەی مسطحی مانند A BC DE‏ که صفغحهەاش با خط 4 
موازی نیست متکی بما ند از حر کتآن ؛ سطح نامحدو دی ابجاد می‌شود که 


آن را سطح منشوری می‌نامند (شکل۹۴) . 
خط راست ١M‏ را مو لد و مواضعی از أن را که از راسہای 


ل ت BB'‏ و ... را 
چندصلعی مر نور هی گذر د دی خملوط راست i AA‏ د ر 


1 


١ 


| ا 


E: 


۸4 AA 


بالهای سطح منشوری هی ناهند . ۲ بر قط ۸ منطبق شود صفح '۴ بر ۴ و قاط '8 € '0 و'E‏ 

۸ افمتہای سط ازسطح هنشوری ترت بر قاط 8 » € » © و 8 منطبق خواهند شد بعنیچندضلعیپای 
a‏ "ی ر 

را که هر یك مابين دو بال متوالی 

ماتند 4 ۸ و '88 واقىندك جوە 


سطح مز بورمی‌ گویند؛ (شکل۹۳) 


مذکور با هم مساویند . 

اگر صقحه‌ای مائند ۴ جمیع بالپای بك سطع منشوری را قطع 
کند (شکل ۹۳) » جندضلعی ملح ۸8٤5۴‏ را که به این طریق 
حاصل می‌شود مقتطع صفح ۴ در سطح منشو ری می نامند . 


ہك سطح منشوری پنجوجہی را 24 ۷ - منشور ‏ منشور جسمی است که به يك ساح منشوری ودو 
نشان می‌دهد . o‏ مقطاع مسطح متوازی از آن محدود باشد (شکل ۹۴) . ابن دو مقطع 

ّ 5ه ا ق مساهی هھ باشلد» دÉقاعدةمنشود‏ 
۶ د فقصیه ۔ فصل مشتر کهای هر سطحمنشوری بادوصفحة متوازی هملح را که نظر به قضیه ۱۲۶ باهم اوی هی! د» دو قاعدۀمنشود د 
که با بالهای آن موازی تباشند » دو جندضاعی متساو بند . ۰ سمت از سطح منشور را که بین دوقاعدة ان واقع است » سطح چانبی 
ET a“ ۰ ‌ .‏ ی سد 2 |“ وا ده 5 
فرض هی كنم دوصفحه متوازی ۲ و '۲ سطح منشوری 5 رافطع ۰ دشو لر می نامند . بالپابی از طح جسم که در صفحات دو وا 


الاضلاع ست » AB¬=A' B'‏ . په همين دلل هر ضلم از چند ضلعی 


کرده باشند و فصل مشتر کہای آنہا را با سطع منشوری دو چندضلعی n‏ س سس 0 
ABCDE‏ د BC D'E'‏ می اميم (شکل ۹۳) . قطمەخطہای 

8 و 8 که فصل مشترکېای دو صفحۀ متوازی ۲ و ۳ با صفحة | ۳ ّ 
وجه ۸'8'8 ۸ ہستند › متوازند ؛ س شکل ' ۸88'۸ متوازی _ | 0 ت A E: A‏ 


ش ۹۴ ش ھ۹۵ 
ABCDE‏ ہو صلع از جند ضلہ ٤'‏ '9'€ ۸'8 کہ ا ان در ك ۰ ا 
ار . ف با الل در یں بائهای چانبی رشو ر نامىده هي شو ند. با لپای جا نىی‌هنشور همه 


وجه واقع است‌هم مساو ند وهم هتوازی./ حال اکر س فح P'"‏ را طوری 


٠‏ باهم مساوی هستند و وجوه انی منشور همه متوازی‌الاضلاعند ) شمارة 
حر کت دهیم که ةة ھڅ روی ال به طرف ۸ھ حر کت کند وضلم ا ۳۵ ) . فال صفحات دو قاعده را ار تفاع منشور می گوبند . در حسب 
A'B'‏ همواره یا AB‏ وضلع A' FE‏ همواره با AE‏ موازی باشد» صقحة أ واعد هشور مات ا چپارضاعی ا بنج ضلعی 2 ره باشد » ان 


۶۲ ضمن تخر مکان موازی باخودش می‌ماند و واضح است که وقتی نقمطه را هنشور سهيپلو با چار پپلو يا بنج پپلو و غیره می‌ناهند . 


a mh 


ل 
f‏ 


مد _4- 
ہہ ۹۲۸ - منشور قائم ہ منشور قائم منشوری است که پالهای جانبی 
آن بر صفحات دو قاعده‌اش عمود پاشند (شکل ۹۴) . هر بك از وجوه 
جانبی منشور قام بك مستطبل است و طول ارتفاع منشور فام با طول 
هر بك از بالہای جانبی آن مساوی است . منشوری را که قائم نباشد » 
منشود ماربل می‌نامند (شکلد۵ه) . 
f‏ ۹ - منشو زمنتظم - منشور منتظم منشور قائمی استکه قاعدۀ 
آن » چندضلعی منتظم باشد (شکل ۶) . وجوه جانبی ملشور منتظم › 
مستطبلہای مساوی می باشند . خاطر فشان می کنیم که ك منشورمنتظم ¢ 
عموماً بيك چندوجهی منتظم نیست . 
ہہ ۴١‏ منشور ناقص ۔ منشور ناقص جسمی است که به یك سطح 
منشوری و دو مقطع مسطح غیرمتوازی آن محدود باشد (شکل۹۷). این 
دو مقطم را قاعده‌های منشور ناقص 
می گو ند . وجوه‌جانبی منشور ناقص» 
ذوزنقه وگاهی نز مثلٹ می باشند . 
ھمچنن ممکن است بك مستطل با 


بك متوازی‌الاضلاع داشته باشد . 
ش به اکر صفحة یکی از دو قاعءدة منشور 

ناقص بربالپای جانبی أن عمود باش › منشور ناقص را قائم می گویند . 
مقطع قائم منشور ‏ گفتم که منشور جسمی است که 

به بك سطح منشوری و دو مقطع مسطح متوازی از آن محدود باشد . 
هر گا این‌سطح منشوری را که برای تعریف منشوربکارمی‌رود » بهوسیل 
صفحه‌ای که بربالپای آن عمود باشد قطع کنیم؛ چندضلعی مسطح حاصل 
را مقطع قائم منشود می گوبند . مثلا چندضلعی ۶Q‏ ۸۸ مقطع فاثم 


ا۹ 


منشور شکل ۹A۸‏ می باشد. در هشور قاتم دوقاغده مقطعای فائم سك . 
٣ر‏ ۴۳ ۔ قضیه ۔ مساحت سطح جانبی منشور مايل مساوی است با 
حاص ضرب محیط مقطع قائم در طول یال جا نبی آن. 


جمع وجوه‌جا نی‌هتوازی۔ 6 2 
الاضلاعپا بی سند که قاعدة | نپا 0 
بال جا نمی جسم ر ارتفاع هر يكاز N‏ 
انپا کی از اضلاع مقطع قاثم Q‏ 


می‌باشد ( شکل ۹۸) . پس اکر B‏ 
مساحت سطح جانبی رأ 5 و طول 


بال جانبی را 4 بنامیم : ش ۹۸ 
س S= (MN +NP-+PQ-F+-OQOM) XxX a‏ 


ا ۴۳ہ نتیجه ‏ مساحت سطح جانبی منشور قائم مساوی است با 
حاصل‌ضرب محیط قاعدة آن در ارتفاعش . 


زیرااگر منشور قائم راش (شکل۹۴) » قاعدۂ آن مقطعقائم ان 
است و طول بال جائبی آن مساوی با ارتفاعش می‌باشد . 


( گسترش سطح جا ئبی منشود ( 
ش ۹۹ 


۹ے 


۴ تبصر ہ - برای بدست | وردن سطح کل منشور بايد مجموع 


مساحات دډ فاغده راه در مساحت طم جاننی آن أفزود . 


۴ ۔ مثو از یالسطوح 


۳۴۵ تعر بف متوازیااسطوح مندوری است که قاعده‌هاش 


ر 
متوازیالاضلاع باشند . اگر متوازی‌الاشلاع 48600 را در ظر 
بگیریم و از رأسپای آن چپار قطىەخط ۸4 . '88 › '€€ و 
' را در یك طرف صفح متوازی‌الاضلاع طوری اختبار کنیم a5‏ هم 

هتساوی و هم متوازی باشند و 

متوازیالاضلاع'5 '€ '8 '4 را 

تکمیل کنیم » متوازی|السطوح 

A BCDA ' B'-'D'‏ بدست می۔ 

آ ید . هر متوازیالسطوح دارای 

ش ٥٥‏ شش وجه و هشت راس و دوازده 
بال و چپار قطر می باشد (شکل )٠٠١‏ . هر دو وجه را که راس هشترك 
نداشته باشند » وجوه متقابل می گویند . 

رر ۱۳۶ - قضیه - در هر متوازیالىطوح : 

اول - بالها » چهار بچهار متساوی و متوازیند . 


ا نا وجه4عاىی متقا بل 1 متو ازى الاضلاعه‌ای متساوی تند و 
صفحاتشان با هم موازی است . 


الا - جهارقطر » از يك نقطهکه در وسظ هر يك از آنها واقع است 


٣ 


اولا - چون هر متوازی|لسطوح بك منشوراست و وجه‌هایجا نبی 


أن متوازیالاضلاع می باشند و قاعده‌ها ش‌هم نظر بەتعر ف»متوازی- 


الاضلاعند» هر بك از ششوجه هر متوازی السطوح بك متوازی - 
الاضلاع می‌باشد و بنابراین مثا چپار بال '۸'8 د ۸8 د 0'٤‏ 
و D٤‏ با هم موازی و هساوی می‌باشند ( شکل ٥‏ . انیا از 
استدلال‌فوق نجه می‌شود که صفحات دو وجه متقابل » مانند '۸ '88 ۸ 
و D)٣'D'‏ » با هم موازىمى باشند؛ زیرا دوخط متقاطع ازصفحه‌اول 
مانند ۸8 و ۸۸ با دو خط متقاطع از صفحة دوم‌مانند 5€ و '50 
موازیند ؛ و گذشته ازاین » دومتوازی‌الاضلاع مز بور › با هم مساو ند ؛ 
زیرا این دو متوازی‌الاضلاع را می‌توان مقاطع بك سطح منشوری با دو 
صفحة متوازی دانست . هر دو وجه متقابل از بك متوازی السطوح را 
می‌توان رو قاعدة آن اختبار کرد . 

ثالثاً - در متوازیالسطوح C'9"‏ '8' 4( ۸8€ ( شكل ٠٥‏ ) 
دوقطر '80 و ('8 را درنظر می‌کیر۔م ؛ چپار ضلعى 8BDD'8'‏ 
متوازیالاضلاع ست ؛ زىرا B8'‏ و 0D'‏ هم مساو یند و هم متوازی ؛ 
س دو قطر این متوازیالاضلاع نی '82 و 8'٥‏ یکدیگر را در 
نقطه‌ای که در وسط هر بك از أ نہاست قطع می کنند , حال اگر آین 
استدلال را در بارء دو قیطر "80 و '۸€0 تکرارکنیم » معلوم‌می‌شود که 
€ و ھمچنىن A4 ٥‏ نز از وسط '80 می‌گذرند . 


- نتیجه _ اگر صفحه‌ای چپاریال متوازی بك متوازی‎ ۴۷ r 


۴ے 


السطوح راقطع کند 1 
مقط مآ نيك متوازیۍ۔ 
الاضلاع است (شکل 
(e‏ 
0 ۴۸-متو ازى 
المطوح قائم _ 
متو از ی السطوح قا ئم 
متو از یا لسطو حی است 
که چهار یال متوازی 


آن بر صفحات دو وجهی که 
شامل آن چهار یال نیستند › 


عمودباشند ( شکل )٠۰۲‏ . 
بنابراین هر يك ازوجوه 
بك مستطبل و دو قاعدءٌ آن 
٣‏ ۱۳۹-مکعب مستطیل۔ 
مکعي مستطیل :متو ازی! لسطو ح قا می 
ست که قاعده‌هایش مستطیل بامر بع 
باشند (شکل ۱٥۰۴۳‏ ) . 


ش ۳ه مستطيل » هربع مستطيل حستند با 


ھ۹ 

| نکه چپار مر بع مستطیل و دو هربع می‌باشند . اگر طولپای سه پال که 
دريك راس مشتر کد در دست باشی» مکعب مطل کامالا مشخص اسٽت. 
أن یہ طول را سے ٹوک مکعب مستطل هی ناهند 4 

اکر سه بعد يك مکعب مستطل با سه بعد ٫كَ‏ مكعب مستطل 
دىگر مساوی اشد أن دد مکعب مستطبل مساو ند ٤‏ 

اگر صفحه‌ای به هوازات یکی ار وجوه مکعب مستطبل ر سم شود 
و بالپای عمود بر آل وجه را قطع کند› مکعب مستّطیل په دو مکعب 
مستطیل دیگر لسرم می شود ؛ برعکس i‏ اکر دو كەب مستطیل وارای 
رك وجه متساوی باشند » می‌توان آنا را طوری پپلوی یکدیگر قرار 
داد که أز مجمو عة آ نپا يك مکعب مسٿطل جد ید ود دد ایك . 


۱۴۰ قضیه - ادلا اقطار هر مکعب مستطیل مصاویند . انیا 
ربع طول هرقطرمکب مستطیل مساوی است با مجموع مر بعات سه بعدآن . 


در شکل ۴ مثلٹ ۸۸€ قامالزاوبه است ( شمارة ۳۹) 
ودارم : ۸€ ۳+ ۸A‏ = € ؛ اما ۸€ عبارت است از قطر 
مستطیل 48°00 ؛ س ۳۸8+ 5= ۸€ و با بر ابن 
=A ۳AD +A‏ € و اگر طولېای 48 › A0‏ و 


4ھ را بترتیب ۾ » ط وه و طول قطر ۸€ را 4 بناميم › 


می توان نوشت : 
da" -b'+ol‏ ڀإ d=ya'b'+e”‏ 
به همین طرق معلوم می‌شود که طول قطرهای )۸ و '80 و 
DB'‏ نیز مساوی ٥‏ 'ط ج ھل است و بناہراین چہار قطر مکعب 
مستطیل با هم مساوی هی باشند . 


ر 
ينعت 


ا 


r 


ر ي 
٤ dı‏ 4 چ 


۹۶ے هندسة پنجم ریاضی 
r‏ ۹ د مکعب ‏ اکر ابعاد یك مکعب مستطیل همه با هم مساوی 
باشند ؛ جسم را مکعب می‌نامند (شکل (o۴‏ . 


اگر طول ضلم كەب را 
a‏ بٽاهيم» نظر به شمارۂ ۴٥‏ طول 
شر فطر کوب مساوی ست ا 


. a 


چم مثو آذ یالسطو ج ومشور 


أندازه يدر . 


7 حجم مکعبی ړا که بالش ساوی با واحد طول باأاشد › واحد حجم 


در قضابابی که در بار اندازءٌ حجم اجسام بيان می كنم » دو 
قرارداد مهم زیر دا همواره در نظر هی گیرب* : 

اولا جمیع طولہا با بك واحد اندازه کرفته می‌شوند . 

انا واحد سطح و وأحى حجم بتر تیب هربع و هکعبی هستدں که 
ضلع أ نہا مساوی با واحد طول اختار شود . 

برای سهولت » غالبا به جای آنکه بگوییم اندازة حجم » فقط 


به دکر كلمة م | کا ھی کنیم وھا تطور که در هزلسة مس طحه گغته| رې 


N‏ و کی نه بأ رد حکم قضایای مل اول را به صورت منامپی تغییر داد 


ٍ 
ٍ 
و 


۷ 

مقصود از حاصل‌ضرب دو با چند قطعه‌خط » حاصل‌ضرب اندازه‌های؟ نیا 
تر سا ك وأاحد خواهں دود ه 

ر ۴ اجسام متعادل ‏ اگر انداز حجمپای دو جسم با هم 


س 


رار داش ٤‏ ان دو جم را متعادل می نامدن . 
چم مکعب مستطیل ۰ 
م ۴ قضیه ۔ حجم هر مکعب مستطیل مساوی است با حاصلضرب 
سه عك آن ۽ 

اس وره را ار دو حالت زر ات می کنیم : 

حا لت اول = | ندازه‌های بك ٣‏ وخ سكعب مستطل أعیاو ص 
ستزك , 

رض هی کیم که 1 وأحد دول واش د در كعبت مستطبل 
A BCDA'B'C'D'‏ داشتa‏ بشم AD=u sı AB=Yu‏ د 
A =۴‏ ( شکل ۱۰۵ ) . میدائیم که سطع مستطیل ۸8€ را 
می توان به ۴۳ ×۷ هربع که ضلع هربك از آ نیا مساوی یا u‏ باشد تسم 


۹A 
ردی هر ك ازاين ھر بعہا ودر واخل ممکعب‌مستطيل هی‌ توان مکعبی‎ 
أن ۹ مکعب که به أن طرق حاصل‎ ٤ که طول اش نه باشد سا کرد‎ 
و‎ ABCD مي شو نل ( مك مكب مستطل ید یك می أ ور ند که قا عدهاش‎ 
AA' ( ار تفاع مسا‎ 
ر تقاعس مھ وی با پا س هی باشد ؛ دس می توان چپار كعبت‎ 
م قفرار داد‎ ETE مطل راکه ا مکعب مستطل هر دور مسادی اشد‎ 
حاصل شود و‎ ۸800۸8 '٥'0' تا از اجتماع | نپا مکعب مستطیل‎ 
VX DN ده أن‌طرق معلوم می‌شودکه مكب مستطل ھەر دصل شامل‎ 
س‎ ٠ مکەب است که هر ىك از انا مساوی اا واحد حجم می باشند‎ 
عنی حاص‎ VXRTX YF حجم مکەب مطل مفر دض مساوی است ا‎ 
چچ س سر‎ 3 / f ضرب سه بعد أن . ر‎ 
برخی ازا نپا ) کسر هستند؛‎ 


حالت دوم ہ أندازة سو بعد جسم ( با 
) این کسر ها را بەىڭ مخر ج دول هی کنیم ) . 


متلا كعبت مستطیل ۸8B ٤5۸'8 ٥C'5'‏ ( شکل ٠١۶‏ ) را در 


نظر می‌گیریم و فرض می‌کنیم که داشته باشيم ؛ ا =۸8 و 


۹۹ 


AD=Zu‏ و AA's u‏ و وأحكد حجم يعن مكعب 
MNPQM'N'P' O0'‏ را که بالش مساوی با واحد طول بعنی ا 
است یز در نظر می‌گیریم و س واحد طول را اا می‌تامیم در این 
صورت داریہ : 


AA' =eu' AD—au' AB—vu' 
MN=NP=MM'—ru' 


از استدلالی که ور حالت اول شرح دادیم » معاوم هی‌شود که 
مکعب مستطیل مفروض شامل ۴× ۷×۵ مکعب است که طول پال 
هر يك از آنا اوی با ات هی‌باشد و واحد حجم عنی کب 
MNPQM'N'P'Q'‏ سامل ۳ ×۳ × + ازهمان مکعبپاست . بنا برا ین 
سیت حجم مکعب مستطیل BCDA'B' CD‏ ۸ به واحد حجم ھساوی 
است اا XOX‏ ؛ به عبارت دیکر م مکعب مطل مفروض 


fXPFXY 


Yd Ff 
. مساوی است با × م م کی حاصل صرب سه بعد أن‎ 


اکر سه بعں مکعب مستطیل را ۾ cb»‏ وحجم آن‌را ۷ 


اميم ٤‏ دارم : 
ناي 


e‏ ۴۵ ۔ نتیجه _ اولا چون حاصل ضرب دو بعد ط ر از وك 
مکعب مستطیل » مساوی ست ا ما حت سطح یکی از وجوه‌آن وهمان 


وجه را می‌توان قاعدة جسم أختيار کرد ٤‏ در أن صورث ارتغاع إن 


~00 


مسا ا 81 دو اه بو ار“ فت : 
مساوی با بعد @ حواه بود »> س می‌توان گۀ 


سه 
7 حجم مکعب مستطیل مساوی است با حاصل‌ضرب ماحت قاعدۀ آڼ 
شر ار تفاعش 


انا اکر سه بعد ۾ » طاو Cc‏ اا م مساوی باشای جسم كەب 
است 9 حم أن هساوی ست را a‏ به عبارت دیگر : 


e‏ حجم مکعب مساوی است با قو سوم طول یکی از یالهایش 


بەھمىن مناسىٽت ست که ووه سوم هر عدد را مكب أن عدد هی ناهند . 


حجم منشور قا م 


٣ر‏ ۱۴۶ ۔ قضیہ - حجم ھر منشور قائم مساوی است با حاصلضرب 
مساحت قاعد6 آڼ در ار تفاعش . 


برای اثبات این قضيه سه حالت تمیز می‌دهيم : 

حالت اول ۔ قاعدة منشور مثلئی است قائم‌الراوبه . 

هذشور فام و سه بپلوی '€'۸8€۸'8 ( شکل ۱٥۷‏ ) را که 
قاعدہ اش مثلث قائمالز اوی ۸8€ =۹٥(‏ ۸) است در نظر می‌گیریم 
و از بالپای '88 و 0€ دو صفحه بترتت به‌موازات وجوه مقا بل أ نپا 
ABBA  ACCA' Jw‏ می گذرا نیم . أن دو صفحه و صفحة 
BB‏ و صفحات دو قاعدۂ منشور مفروض بت هژور سه یپلوی قائم 
جدید '0 8B€C08'€'‏ را پدد هیآ ورد و واضح است که از اجتماع 
این منشور با منشور مفروض بك مکعب مستطیل بوجود میا ید . 

دو مثلث ۸8€ و D€8‏ با ھم مساویند و هی‌توانیم یکی از 


آ لما را در صفح مشترکشان بلغزا نیم تا بردیگری منطبق شود و به أن 


E 
تر ایب دو منشور سهپپلوی مذکور برهم منطبق هی‌شوند و جم هر یك‎ 
ABDCA'B'D'€' ازا نپا مساوی است با نمف حجم مكعب مستطيل‎ 
: بعنی مساوی ست با‎ 
(ABDC Gzlua ) xX AA'=(ABC czla) x AA! 
مساوی است با حاصل ضرب‎ A BCA' B'C' پس حجم منشور‎ 


مساحت قاعدة أن در ارتفاعش . 


ش ٥۹‏ شش ٥۸‏ ش ۷٥ا‏ 


حالت ددم قاعدة منشور مثلٹی أست غ رهمشخص . 

رض هی کنیم که 8€ بزر کترین ضلع* قاعدۂُ ۸8€ از هنشور 
سەیپلوى فام ' 8€ ABCA‏ باشں (شکل۸٥١)‏ . قطۂ 81 پای ارتغاع 
AH‏ ردی ضلع 8€ مان 8 و € واقع است و منشور مغروض عبارت 
است از مجموع ډو منشور سهږپاوی قائم که قاعده‌های ۱ نپا مثلشای 
قایما لزا وه A HC , AHB‏ و ارتغاع مغتر کشان برابر ۸۸ است د 
اگر حیجم منشور مفروض را ۷ بنامیم » دارم : ٠‏ 

اگر مٹلٹ 8€ ۸ متساویالاضلاع باشه » هر ضلع آن دا که اختیار 
کنیم استدلال صحیح خواهد بود . 


0~ 
V=(AHC izle) Xx AA'+ (AHB 3>|.) Xx AA'‏ 
AA'‏ × (مساحٽ )A BC‏ = 
و ضيه در این حالت نیز ثابت است . 
حالت سوم ے قاعدة منشور بك چند ضلعی أست . 
فرض می کنیم که قاعدۂ منشور پنجضلعی محدب ۸8٤5٤‏ باشد 
( شکل ۱١۹‏ ). سفحاتی که از بال ۸۸ و بترتیب از راسپای € و 5 
عی گذر ند » منشور را به سه منشور سه پپلوی قائم تجزبه می کنند که 
قاعد آنا سەمثلث 48€ و 4€0 و 42۴€ و ارتفاع همه آنا 
4 است . چون حجم سه منشور مز بور را بترئیب ,۷ › ۷۲و ۷۳ و 
طول ' ۸۸ را ط پنامیم › دارم : 
h‏ × (مساحٽت v= )ABC‏ 
× (مساحت v= )A۸A€C[9‏ 
y= (ADE Gحlua) xh‏ 
و چون اين سه رابطه را عضو بعطو باهم جمم کنيم و حجچم هشور 
مغروض را ۷¥ بنامیم »> حاصل می‌شود : 
V = ( ABCDE ğG=zl.e) xh‏ 
در حالتی که چندضلعی قاعده محدب نیاشد » استدلال قضه سه 
به همین است و در هر حالت چون ارتفاع هنشور را ا و مساحت قاعدء 


سر 


أن راSو‏ م آن را ۷ بنامیم » دستورکلی زیر بدست می | ید : 


= cC 
RD az 


سسا 


~o 


حچم منشو د مايل 


ہہ ۴۷ ۔ قضیه ‏ حجم ہر منشور مایل مساوی است با حاصلضرب 


مساحت مقطع قائم آن در طول یال جانبیش . 
منشور مايل '5 ABCDA'8'C'‏ 
را در نظر می‌گیریم و سطح جانبی آن 
را امتداد میدهیم (شکل ۱٦۰‏ ) . 
بدین ترتیب بك سطح منشوری حاصل 
می‌شود ؛ حال روی خط راست A۸۸‏ 
فطعه خط ' 1 را مساوی با قطعه خط 
۸ طوری اختیار می‌کنیم که اکر 
از نقاط ¥1 و 0 دوصفحه بر خط 


ش ۱1٥‏ 
راست "ےھ عمود کنيم مقطعپای فام سطح هشور ی مز بورگه ده أن 


طرق نا سیت میا ند ا هشور مةروصض قصل مشترك ؤں | شه باشند ؛ 


نظر به ضيه ۱۲۶ اين دو مقطع قائم بعنی چند ضاعیپای ۶Q‏ ××[ و 
lı M'N'P'Q'‏ »م مساو نند . 

وڈ liقڏصض A'B'CD'M'N'P'Q'  ABCDMN PQ‏ 
رأ می‌توان ار هم منطبق کرد و برای ان کار کاقی است که منشور 
ناقص اول راتغییرم‌کان دهیم بقسمی که چندضلعی ٤N ۶Q‏ بر چندضلعی 
N'P' Q'‏ |1 منطبق شود * ودوجسم ورك طرف صفحه M'N'۶''‏ 


# قط 1 بر نط "1 ونقطة ١‏ برنةطة ' N‏ و . . . داقع مىشود. 


۴ا 

فرارگیرند . در این صورت بال 14 که عمود :ر صiحڈ MNPQ‏ 
می باشنں > ور خط راست 1'۸ منطق می‌شود وچون 1۸ = ' 1'۸ 
نقطة ۸ بر نقطة ۸ قرار می‌گیرد ؛ به همین طربق معلوم می‌شود که 
رأسپای 8 › € و 0 نیز بترتنب بر راسپای 8 »› € و '0 منطبق 
می‌شو ند و بنا برأین دو منشور ناقص مز بور هتساویند . 

چون اين دو منشور ناقص متاوی دارای بك قسمت مشترك 
هستند که عبارت است از منشور ناقص قاثم MNPQA'’ B'C'D'‏ « 
اگر این سمت مشترك را از آنپا حذف کنيم » دو قسمتې که باقی 
مى ما نند» يعن دومنشور «A BCDA' B'C'D', MN PQM'N' P'Ç'‏ 
حجمشان با هم مساوی است . اما نظر به فيه ۱۴۶ داريم : 
MNPQM'N'P'Q' pl gtiaج> = (MNPQczlua) xX MM’‏ 
و با ملاحظة ابنکه' 44 = ' 1۷¥ می‌توان نوشت : 
=(MNPQ2=lua) xX AA'‏ حجم‌هنشور ماىJ A BCDA' B'C'D'‏ 


¥= جم منشور مايل 
و ازا تجا  V=Sxa‏ دی ان 


ا 5 مسا حت مقطع فام 
I SF Ce) le‏ ھک طول بال جانبی 


ر ۴۸ قضہۂ ‏ م هر متو از یالطوے مساوی است یا حاصل 
كرب مسا حت قاعدة آن درار تفاعش . 


متوازیا لسطوح ABCDA'B'C'D'‏ ( شکل ۱١١‏ ) را که 
قاعدهاش متوازیالاضلاع A BCD‏ ست 3# می وان منشورماہلی دا ست 
٭ هر وجه از متوازیالسطوح دا می‌توان قاعدء آن دانست و چون 


وجوه متقابل متساویند » عموماً برای يك متوازىالسطوح سه قاعدة مختلف 
می‌توان اختیاد کردکه ارتماعهای نظیر آنها نیز با هم مختلفند . 


ھە 
که قاعدة آن متوازی‌الاضلاع 
AB شnilاج Jt „ ADD'A'‏ 
باشد و چون در اين منشور مايل 


مقطع فام IKKEM‏ رl‏ عمود در 


بال 8 رسم کنیم و از 1 عمود س ٩٩‏ 
IH‏ را لی صفحة A BCD‏ رود اورم ٤‏ اهن عمود در صفح مقطم 
قاذم که در صفحة ABCD‏ غمود ست واقع هی شود (شمارء (A۱‏ »> سں 
مقطم فام 5 ىك هتوازی‌الاضلاع ست مسا حش مساوی است ب 
KL xIH‏ د أظر به سه ۴Y‏ ج متوازی! لطوح مفروض که ان 
را ۷ می نامیم ٤‏ عبارت است ار : 
V=(KLxXIH) x AB=(ABx KL) xIH‏ 

اا (ABx KL)‏ مساوی ست ا مسا حت متوازی‌الاضااع 
ABCD‏ )اع متوأزی| لسطوح) و 18 عبارت است ازار تفاع متوآزی۔ 
السطوح لس اگر مسا حت واعدة ([ 8€ A‏ را 9و طول ارتفاع IH‏ را 


: باهم ؛ دارم‎ h 


م ۴۹ ے3 قصبه ہ حجم شرمنشود مساوی است با حاصل ضر ب مساحت 


قاعد6 آن در ارتفاعش . 

برای أ سات أن وره دد دا لت لمر ھی دم : 

حالت ا ئل منشور سه دپاوی BCA ' BC‏ ۸ را در نظر 
می گر بم ودرصفحة مثلث ۸18€ متوازیالاضلاع ۸8€0 را یسام 


ا 
(شکل۱۱۲) ؛ سس متوازی! لہطوح '5 ۸8€C04' 8'٤‏ را تکسل 
کرده و مقطعقام 4٥ط‏ را عمود بر یال 44 در این متوازیالسطوح 
رسم می کنیم ؛ اين مقطم فام ك متوازی‌الاضلاع أست . صفحة 
متوازی|السطوح را به دو منشور سهپپلو و متوازیالاضلاع 
ءطو را به دو مثلث مشساوی تحز به 
می کند . چون در دو منشور سه پپاوی 
ACDA'C'D' »: ABCA'B'C'‏ 
مقطعپای ائم عطھ و عله مساویند 


وطول بالهای جانبی این دو منشور یکی 

شش ٩۲‏ ست » پس نظر به قضه ۷ حجم ارين 
دو نشور با هم مساوی است و حجم هر بك از آنا نصف حجم 
متوازی | لسطوح أست . اگر حجم منشور ' € '8 '۸8€۸ را ۷ ومساحت 
فاعدءٌ إن دعنی مساحت مثلٹ 8€ ۸ را 5 و ارتغاع هشترك هنشور و 
متوازی| ا طوح عى طول h | HH'‏ يتاميم > جم متوازیالطوح 
۷ و مساحت قاعدة آن > بعنی مساحت متوازی‌الاضلاع ۸8)۳0 


مساوی ا 5 می‌شود , نظر يه قضبة ۴۸ دارم vY—Sxh‏ 


9 حا لت دوم اکنون منشور مايل A BCDEA' B'C' D'E'‏ 
( شکل ۳ { را در نظر می گیر بم و A‏ وسل صفحات AA'C'C‏ 3 


AA'D'D‏ ان را ده منشورهای یك ياو تدز به می کنیم ۰ ارتفاع ان 


¥ 
هنشورهای سهیپلو همان ارتفاع 
منشور مفروض است که آن را ط 
فرض می کنیم . اگر حجم این 


هنشورهای س هوپ لو را 3Y‏ 


۷٢‏ وحجم منشور مةروض را ۷ و 
مساحت قاعدة آن را 5 بنامیم » داریم : 
)A BC ڀحlua) xh‏ = ,۷ 
vy, = (ACD ٽتحzاlسمa) xh‏ 
vy, = (ADE G=lue) Xh‏ 
وچون أن ساوما را عضو بعطو باهم جمع كنم » نجه می‌شود: 
٥‏ قسصرہ ہ قضبه شمارة ۱۴۹ بطور خااصه فوم فضا بای 
۰۴ ۱۴۵ ۰ ۱۴۶ و ۱۴۸ را در بر دارد و ترتیبی که قضایای مز بور 
را یکی پس از دیگری شرح دادیم تا به قضةٌ ۱۴۹ رسیدیم » مثال 
جالب توجہی است از استنتاج بك حکم کلى بەوسيلة مطالعة حالات 


خاص أن . 


۵ ۔ هرم 


سو 


2 ۹ - هرم ۔ چندضلعی مطح ABCDE‏ د نقطة 8 را در 


خارج صفدة أن در نظر می کیر م ۰ جسدی را که به چند صلی مساح 


104 
sgeSEHA gs SDE « SCD «< SBC ¢ SAB sletlte s ABCDE‏ 
باشد هرم می‌نامند (شکل ۱۱۴ ) . چندضلعی مطح ۸8٣9۴‏ را 
قاعدة هرم ویخصوص نقطة 8 را درآس هرم ومئلئپای 548 د $S8€‏ 
و . . .رأ وچوه جانبی هرم و مموعة آنا را سطح جانبی هرم ر 
قطعه خطپای 54 و 58و . . . را بالهای جانبی هرم و فاصلة رأس 
5 را از صغحة قاعدة ۸8٤0۴‏ ار تقاع هرم می‌گویند . بر حسب 
آنکه قاعدڈ هرم » مثلث با چپارضلعی ا پنی‌ضلعی وغیره باشد» هرم را 

سهپپلو پا چپارپپلو يا پنجپپلو و غیره هی ثاهند . 
هرمی راکه قاعده‌اش مثلٹ باشد » به‌جای هرم سهاو »› چھار- 


ش ۴ ش ۵ 


د جھی می کو ند همنشه وجوه ك چپار دجھی مثلٹ هستند و هر 
چپاروجپی را به چار طرق مختلف میتوان هرم سهږپلو انگاشت 
(شکل )۱١۵‏ . 

سس ٣۵۳‏ - هرم منتظم - هرم منتظم هرمی است که قاعدۂ آن يك 
چند ضلعی منتظام و تصوار راس آن برصذحه قاعده › مر کز این چندضلعی 


منعظم باشد (شکل ۱۱۶) . هرم منتظم A B٣CDEF‏ را در نظر 


SLI 

می‌گیریم و تصویر راس 8 را بر صفحة قاعده » نقطةٌ 0 می نامیم . چون 
فواصل 04 د 08 و 0€ 9 ... 4 

همه متساویند » بالپای جاضی 

A‏ و SB‏ و 8€ و ... ماياپايى 

هستند که بایشان از بای عمود 


SO‏ بۀ ك قاصله آست i‏ ا دران 


با هم مساوی می‌باشند ( شمارة ش ۶ 
۸ ) ؛ وجوه جانبی 848 د 88€ و . . . مثلثای متساویالساقینی 
هستند که همه با هم مساویند ( در حالت سه ضاع ) . ارتغاع نظیر راس 
از هر یك از أبن مٹلشای متساوی را سهم هرم منتظم می کو دد 
r‏ ۳ ۔ چھار د جھی منتظم _ اگر شش بال یك چپاروجہی با 
هم مساوی باشند » هربك از وجوه آن بك مثلت متساوی‌الاضلاع است . 
و همة فرجه‌های آن نیز با هم 
هساو سد و ظر به تعرف شمارة 
٣۳‏ این جسم بك چپاروجېی 
منتظم أست . 

حال اکر مثا از راس ۸ 
عمود 48 را بر صنحة BCD‏ ش ۹۷ 
فرود آوریم (شکل ۱۱۷) » چون مابلپای ۸8 » 4۸€ د 40 متساوی 
هستند ؛ پاهای انپا از بای عمود 4۴8 به بك فاصله‌اند » عنی 


HB > HC — HD‏ و نقطه H‏ مر کزدا رة میحر طی هشلث متساوی‌الاضالاع 


0ات 
05 است؛ یس : چپاروجہی منتظم را به چړار طرق مختلف هی توان 
هرم سه پپلوی منتظم انگاشت . 
اگرطول بال چہاروجہی منتظم را ۾ باهم » درشکل ۱۱۷ داریم: 


FTF lel ay 


BH 
(زیرا ۳ نقطة تلاقی سه میانةُ مثلث 8۳5 است) ودر مثلث قاثمالراوية‎ 
: ھ۸8 می‌توان نوشت‎ 


TT FHT FFT a ۶a 


AH'=AB' -BH'—=aqî 

( us | ا‎ |) A as i 
رار ع چہاروجہی منتظم‎ H= و از انحا‎ 
۔ قضیه  اکر صفحهای با قاعدة يك هرم موازی باشد و‎ ۴ f 
یالهای جائہی آن دا قطع کند »› اسبت مساحت سطح مقطع به مساحت قاعدة‎ 
هرم مساوی است با مر بع نسبت فاصللا دأس هرم از صفحة مقطع به مربع‎ 
. ارتفاع هرم‎ 


أن همان قضه‌آی ٠‏ است 
که در شمارة ۱۲۰١‏ از وضه شمارة 
٩‏ تتبجه گرفتیم . هرم 
050 .8 را درنظر می‌گیریم 
(شکل۱۱۸) . اگر مساحت مقطع 
ABCD‏ را 'ط و مساحت 
قاعدة ۸8€ را ط وار تفاع هرم 
را 98 و فصل مشترك این ارتغاع را با صفحة مقطع نقطة ٣1"‏ بناميم ؛ 


١١۸ شش‎ 


١ - 


دارم : 
b' SH" /SH )‏ 
b SH’ {\ SH‏ 
۵ - لتیجه ‏ هر اه ډو هرم دارای قاعده‌های متعادل و 
ار تفاعهای متساوی باشند و قاعںه‌های ۲ نها در بك صفحه مانند ۲ و 
راسھای آنھا در بات طرف مفحة ٣‏ واقع باشند و این دو هرم را به 


وسیل صفحه‌ای که با ۲ موازی باشد قطع کنیم » مقطعهای حاصل متعادل 
خواھند بو . 


اساي 


دو هرم 5.48€ و ,8۸8,0 (شکل ۱۱۹ ) را در نظر 
ی ر و رض می کنیم a5‏ چپارضلعی A BCD‏ را هثالث ABÛ‏ 


٩4 شش‎ 


معادل باش و ابن دو قاعده در صفح ۶ واقع باشند و ارتفاعپای دوهرم 

یا هم مساوی باشند . طول هشترك دو ارتقاع را ط و مساحت مشترك دو 

فاعده را ط می‌نامیم و صفحةٌ "۶ را په موازات صفحة ۴ و به فاصلة 1 

از راس 8 مرور می‌دهیم بطوری که دو هرم را قطع‌کند . مساحت مقطع 

7 را 'ط و مساحت مقطم ' ۸'8'2 را ,ظط می اميم . 
ظر به قَضة ۱۵۴ دارم : 


bh طط‎ 
“b7 Bh" : bh" 
b b', 


8 اس 8 BB‏ أر | نيحا : b'=b',‏ 
٣۵ ٣‏ ۔ قضیہ ۔ مساحت سطح جانبی هرم منتظم مساوی است با 
نتف حاصل صرب محيط قاعدۀ آن درطول مهم هرم . 


هرم منتظم S.ABCDE‏ را در نظر ھی گیریم 2 م SI‏ را در 
دجه 848 رسم می کنیم ( شکل ۱۲١‏ ) . مساحت ملت 848 مساوی 
۱ 
آست با : AB x S1‏ : 
اکر مساحت سطح جائبی هرم را 8 و عد اضلاع قاعدة آن را 


0 ژ محط اين واعده را م بنامیم » دارم : 


^ ABxSIxn=SI x (nx AB) 


5 


nx AB—=p : اھا‎ 
__PXSI 
سس : ہھےو‎ 


اکر هسا حت سطح کل هرم را 


شض Yo‏ ان را با مسا حت قا عله جمع کنیم . اما 


px OI 
۲ 


دار مداطی چندضلعی منتظم ABCDE‏ ( پس 


مسا حت سلح قاعده مساوی ست ا O1)‏ عبارت أست ار شعاع 


۳ 


(814-01) = ماحت سطحکلھرم 

مر ,ین ہے ثا بت کنید که مطح کل چهاروجهی منتظمی که طول ا لش 
۾ باش ؛ مساوی است با ڄلآھ. 

۷ گستر ش سطح هرم منتظم ‏ در یك صفحه › مثاث 
AB‏ را مساوی با وجه 548 از هرم منتظم 86)05٤‏ 8.۸ رسم 
می‌کنیم و سپس مثلٹہای 88€ » 5D۴ › 8٥C0‏ 884,9 را بترتیب 
مساوی با وجوه 88€ › 8€ › SD€‏ و S8۸‏ رسم می کنیم (شکل 
١‏ ) . چون : 
AB=BC=CD=... s9,  SA=SB=SC=...‏ < 


هی توان در دك و بر سطح انی هرم هطق کرد . امن شکل را کسٽرش 
طح جا نیی هرم می گو شد د اکر ك چندضلعی هنتظم مساوی با قاعدة 


5 


٩۲٩ شش‎ 


۴ 


سم 


هرم د اس شکل أضافه کم دسٽرش طح کل رم رفس ھی أ دلا ء 


می توان شکل ۲١‏ را CEE‏ ك صف مقوا رسم کرد وآن را فر دك و 


کرد 3 ك هرم مننظم سا خت . 


3 هرم ناق 

مر ١۵۸‏ ۔ تعریف ۔ هرم ۸8€ .5 (شکل ۱۲۲) را در نظر 
می گیر ام وآن را باصفحه‌ای موازی باقاعدہ‌اش قطم می کنیم تا چندضلعی 
A BC D7‏ دست اند و ہرم '0'€'58.4'8 را حذف می‌کنے . 
چندوجپى: '5 )€ '8' ۸8٤٥04‏ را که به این طربق حاصل میشود »› 
هرم ناقص می نامند . چندضلعبپای ly A'B'C'D' , ABCD‏ 


5 


بتر تیب قاعدةڈٌ بز ر کک و قاعدة 
کو چك هرم اقص و ذوزنقه‌هایی 
مانند A884۸‏ را وجوه 
جانبی هرم ناقص و فاصلة صفحات 
ly H'F aڌel sa‏ ار تفاع هرم 


ناص می کو ند . 

ش ۱۲۲ ۱۵۹ هرم ناقص منتظم۔ 
هرگاه هرم منتظمی را با صفحه‌ای موازی با قاعدة آن قطع کیم ؛ هرم 
ناقصی راکه حاصل می‌شود هرم ناقص منتظم می‌نامند. قاعده‌های‌هرم 
ناقص منتظم چند ضلعیپای منتظم و وجوه جانبی آن ذوزنقه‌های 


مساو یا سافن هتلد که ا م مساوی می باشند . ارتفاع هر ك از ان 


ae are EE 


۵ 

نوز نقهها را سیم هرم ناوص می کو ند . خطی a5‏ هراکز دد قاعدة هرم 
ناص را ر م دصل می کد ر صفحات 9S‏ 
دو قاعدة ان عمود أاست . 

a‏ ¥0 5 قضہه 5 مسا حت سح 
جانبی هرم ناقص منحظم اوی است با 
نصف حاصلضرب سهم آڼ در مجموع 
«هیط‌های دو قاعده‌اش . 
در شکل ۳ مسا حت وه ABB'A'‏ شس ۲۳ 


( A B+A'B' 
ر‎ : 


مساوی است ا )xır‏ 


حا نی داشته باشد مسا جت طح جا دی ان عبارت ست أذ : 


AB+A'B' 'B')xI' 
x ABLAB „aX ABF Xx AB) X11 


S=n 
بنامىم؛ داریم:‎ h طول م را‎ E Pُ 3P و اکر محرط .د وفاعده را‎ 


h=]IT’ د‎ pP'=nx A'B' و‎ pz=nxAB 


g_PFP) و‎ 


۹- مقطع هرم ناقص هنتظم را به وسیلۀٌ صفحه‌ای که از دو 

قاعدءٌ أن به بك فاصله باشد مقطع متوسط می‌نامند . بسپولت معلوم . 

می‌شود که راسپای M1‏ و ۸ و ... مقطع متوسط (شکل ۱۲۳) در وسط 
بالپای جانبی 44 و 88 و .. . واقع است و داأریم : 

AB+A'B 


MN= . 


ر 


۱۶ 
S=pn XMN x1r : برای‎ 


ی : مساحت سطح جا نی هرم ناقصس منقظم ماوی است باحاصل 
صرب محيط مقطع متوسط آن در اول سهمش . 
برای رل ست اوردن طح کل ارم با یك مراحات د قا عدو أن را 


در طح حا نەش افزود . 


٦‏ ۔ حجم هرم و هرم ناق 


0 ¥۳ مشو ر هاف محاط در بك هرم سه هلو بال SA‏ 8 
هرم سه پېلوی 8.48€ (شکل ۱۲۴) را به قسمت متساوی (مثلا ۴ 


قسمت) تسم می کیم وار تقاط تقسرم على ۸ A‏ :مھ و..۔صفداتی 


به موازات صفحة A BC‏ هی گذرا نیم تا مقطعپاى A,B,C, «< A B,C,‏ 


ر 


سم 


¥ 


سس 


و غبره را که قاعده‌های فوقانی آ نپا مثلثپای ,©€,8 ,۸ و ...و بالپای 
جانمی أ نپا مساوی و موازی با ,54 هستند » در فظر می کیریم ؛ این 
منشورها را منشورهای محاط در هرم سهپپلو می‌ناهند ؛ واضح است 
که از اجتماع این منشورها که وپلوی م واقع شده اند چندوحپی مقعر 
A, B,C, ۰. ADE‏ :وود هیا بد ۳ ان چنددحپی a5‏ ان ر| P‏ 
می‌نامیم » در داخل هرم 8.۸8€ واقع است واگر حجم چندوجپی ۴ 
را ۷ و جم هرم سهډپلوی مفروض را ۷ بنامیم » دارم : 

(١) Vic V 


۳ - قضه هر گاه عد مندورهای محاط در بك هرم سه هلو 
بینهایت زر یاد شود » حد حجم کل نها مساوی است با حجم هرم سهبهلو . 


فکل YF‏ وا در نظر می کیر دم 3ا سوه SAB‏ تقاط A‏ 
D,: D,‏ و0 همکى از خط 88 به بك فاسله هستند؛ زرا فواصل این 


م ا 


نقاط ازخط مز بورعہارت است از ارتفاعہای مهای متساوی ,8 )84 › 
BDB ° B,D,B, › BDB,‏ ؛ س نقاط مزبور روی خط ۸)0 
که با بال $8 موازی است واقم می‌باشند ؛ همچلین در وجه 94€ 
تقاط ۸ › ,€ › E,‏ و £ ہمگی روی خط ۸,۴ کہ با 8€ موازی 
است واقع هی باشند . بنابراین هرم سه‌دپلوی ۸,0٤‏ کاماا داخل 
چندوجہی مقعر ۲ (شمار )۱۶١‏ واقع است و اگر حجم این هرم 
سهپپلو را و۷ بنامیم » با درنظر گرفتن نامساوی۱ شماره قبل » می‌توان 
وشت ٥‏ 
Vn Vai V‏ 


حال اکرعدة منٹڈورهای محاطی سيا ت ز داد شود ( معن تقسمات 


۹A۸ 

بال 54 را بینایت زباد کنیم) » طول بالہای جانبی منشورهای مز بور 
به سمت صفر ميل می کند و صفحةٌ 0۴ ,۸ به صفْحةٌ 88€ کہ با آن 
موازی است بینایت فزدیك می‌شود . بنابراین Vn e‏ يسمت حم 
a» V‏ طرق او لی م ¥ ے سمت جم ۷ ممل می کد و قضه 
ابت است . 
7 ۴ ب لتيجه ‏ دو هرم سه بهاو که دارای قاعده‌های متعادل و 
ار تفاع مهای متساوی باشند »› با یکدیگر معادلند . 

فرص می کنیم که قاعده‌های دو هرم سەبېلوى S.A BC‏ 3 
lL S.A'B'C'‏ ھم معادل و ارتقاعپای آنا ا ھم مساوی اشن و بعالاډہ 
دوقاعدة 48€ و ' € 8 4 در لك صفحه و نقاط 5 و '5 در بك طرف 
ان صفحه واقع اشن (شکل۱۲۴و۱۲۵) . اگر بال 8۸ را به 1 قسمت 
متساوی تقسيم کنيم و از تقاط تقسيم صفحاتی به موازات صفح دو قاعده 
بگذرانم > اسن صفحات بال "4 8 را نز به 1 قسمت مساوی تقسيم 
می کنند و نظر به شمارة ۱۵۵ مقاطع متناظر دو هرم متعادلند و بنا برآین 
منشورهای منناظر محاط در دو هرم نبز متعادل می‌باشند . حجم Vn‏ 
منشورهای محاط در هرم 8.۸8€ مساوی است با حجم و ۷ منشورهای 
محاط در هرم '€'5.۸'8 و وقتی ۸ به سمت نابت مل کند ۷1 و 
بەسمت بك حد مشترك میل ھی کنند » بعنی حجم هرم 8€ 5.۸ 
مساوی أاست با حجم رم S'.A' B'€'‏ . 
ہہ ۹۶۵ ۔ قضیھ ۔ حجم ھر هرم مساوق است با يك سوم حاصل 
صرب ماعت قاعدة آن در ارتفاعش . 


حاات اول ب ارم س ياو : 


۹ 
هرم سه‌پپلوی 58.48€ را در نظر هی گیر یم و هنشور سه پپلوی 
A BCSDE‏ را چنان میساز م که قاعد آن مثاٹث ۸8€ و یکی از 
بالپای جانبی آن 54 باشد (شکل ۶ ) . واضح است که قاعدة این 
منشور همان قاءدة ۸8€ از هرم مفروض و ارتفاع این هنڈور هساوی 
ا ارتفاع هرم مفروض است . واکر 
مساحتمثلث ۸8€ راط وارتفاع 
هرم هفروض را 1 اميم » حجم 
منشور 8٤55۴٤‏ ۸ مساوی است با 
طط (شمار ۱۴۹) . 
منشور 8٤)55 ۴٤‏ 4 شامل 
هرم سهبپلوی 5.48€ و هرم 


چپاربپلوی 5.8۳0٤5‏ می‌باشد و هرم اخیر به وسیله صفحةٌ 85€ 
به دو هرم سەبپاوی 5.8٤5‏ و 5.60٤‏ تجربه میشود . قاعده‌هاى 
دو هرم اخیر با هم مساوی و ارتقاعشان مشترك أست ؛ س : 
حجم هرم 5.8€ = جحم هرم 5.00۴٤‏ 
از طرف دیکر اکر نقطةٌ € را راس ہرم 8.05€ اختیار کنیم 
واضح می‌شود که قاعده‌هاى دوهرم 5.۸8€ و„ S.6CDEË‏ باهم هساوی و 
ارتغاعہا یشان نز با هم مساوی هستند ؛ پس این دو هرم متعادل هی باشند 
و داري : 
حجم درم 8.805 = حجم هرم € ).5= حجeھرم 5.A B0‏ . 
پس منشور ۸8059۴٤‏ از سه هرم سه پپلوی متعادل تشکیل 


UES 


شلد 9 اگر جم هرم S. ABC‏ را ¥ اميم t‏ دارم : 


۱ 


عالت دوم هرم چند ېلو : 
ارم S.ABCDE‏ را در نظر ھی کیر یم (شکل ¥ 
که ان هرم از سه هرم سه ٻپلوى 8.48€ » S.ACD‏ ڍ $.ADE‏ 


(. واضح ست 


تشکیل می‌شود و سه هرم اخیر با 
هرم مفروض‌دارایبك ارتفا عمشترك 
هستند که أن را یا می‌نامیم. اگر 
مساحات مثلئپای ۸8€ . ACD‏ 
DE»‏ را رتب ,ط › ,ط و,طb‏ 


و جم هرم مفر وض را ۷ بنامیم» 


: دارم‎ 
1 ٩ 
Vb h4 byh ty brh= (bh Hh, Fbr)h 


اما ہط ,طط عبارت است ازمساحت چندضلعی 8٥9۴‏ ۸ 


که آن را ط می‌نامیم دس : 


“ى ۴ ت 
۶ ہے نیچا ١ے‏ اګرقاعده‌های دوهرم باهم معادل وار تفاعها یشان 
با هم مساوی باشند » آن دو هرم متعادلنں , 


8 
این نجه تعمیم نتیجۀ شمارة ۱۶۴ است . 

۷ ۔ تیج ۲ - اکر راس بك هرم رادر صفحه‌ای که از آن 
داس به مو ازات صفح قاعدۂ هرم کرد تغيبر مکان دهيم ۽ حجم ù‏ ثابت 
می‌ماند . 

مثلا هرم 8.8€ در شکل ۱۲۶ معادل است با هرم ٥‏ ۸.8€ 
ا D.A B€‏ ودرهمان شکل هرم 5.0€۴ معادل‌است باهر ٤‏ ۸.06€ 
و اا D.ACE‏ وهرم اخىر معادل است با هرم B.ACE‏ با .E.ABC‏ 
۸ ۔ محاسبۂ حجم چھاد د جھی منتظم برحسب طول بال 
آن - طول یال چپاروجہی منتظم 48٤٥5‏ را ۾ و حجم آن‌را ۷ 
۱ 
V =-—(BCD sz<l.) x AH‏ 


aj 


۳ 


اھا — AH‏ ) شمارة ۳ ( و مثات BCD‏ ممساوی الاضلاع 


ست و مسا حت ان همساوی اسٹ ا : 


aT aT 
سے — شمارة ۳ھ‎ 
)۱۵۴ (شمارة‎ ax 
yA E _ AE 
۳ ۴ ۳ \XY : پس‎ 
a" 


نمر لن ہے مطلوب است محاسبۂ حجم هشتدجهی منتظمی‌که طول باش 


کا 
۲ 


a‏ باشی ۰ (جوأب 


¥ 


جم هرم ناق 
ص 4 فصیه ‏ حجم هرم ناقص مساوی است با رك سوم حاصل 
ضرب ار تفاع آن در مجموع مساحات دو قاعده و واسطة هندسی نها . 
هرم ناقص ۸8B€C04۸' 8'C'5'‏ (شکل۱۲۸) را در اظرمی گر م 
و مساحت دو قاعدءٌ أن راط و'ظ 
و ارتفاع آن را ط می‌نامیم . اکر 
5 راس هرمی باشدکه هرم ناقص 
جزوی ازآن است وارتغاعپای دو 
»ر S.A'B'C'D' s S.ABCDe‏ 


را رنب × د ل بناميم وأضح 


است که حجم هرم ناقص که أن 


را Vv‏ می نامرم 1 مساوی اسٹث وا تفاضل حم رای دو هرم مز اور سس : 
N,‏ ۱ 
(١) = bx —~ by‏ 


اکنون بايد × و ورا بر حسب ط و اظ و ط حساب کیم . 


اما نظر A‏ قَضه \A¥‏ دارم : 


د ار طرف دیکر x~—y=h‏ . دس × 2 ¥ را یوان ازدستکاه 


۳ 


دو معادلۀ دو مجہولی زیر بدست أورد : 


x ط_‎ 
y' b' 
x—y=h 
: برای حل کردن ان دست کاه می‌توان وشت‎ 
_ K~ _bط‎ 
TE” = Yb —¥b' Yb —yp 
__hYbT hyb ِ 


Yb —p ° ** p7 وازجا‎ 


و ڃون اين مقادیر × و ر را در رابطة ١(‏ ) فرار دهم › حاصل 


: مىشود‎ 
bhVb _____b'hlp _B} „ (B= (BT 
Yb —~¥b) rb yb’) ا‎ 


ډستور ا خر را میتوان ره وسله اتاد 
A'"—-B'—=(A—B) (A +AB--B')‏ 


A"— B" 
چ اده کرد.‎ =4 +A B-۳" ا‎ 


به ازای Yb‏ = د B=yb'‏ حاصل هی شود : 


h. _ 
V= [VB "+B VB +B)" 


® b+ BB +’) 


: نتیجه - دستور فوق را می‌توان چنین نوشت‎ _ ٥ 
bh b'h ¥bb'xh 


¥= ۲ 


۴ 


سرا 

ن 

e‏ اعنی: حجم هرم ناقصس مساوی است با مجموع حجمهای سه هرم 
که ار تفاعهای آنھا با ارتفاع هرم ناقص مساوی و قاعدە‌ھای آنھا بتر آیں 
دو قاعد هرم ناقص و واسطه هندسی آنها باشد . 


مسائل 

مذشور و متوازیالسطوح 

۹ - مطلوب ست محایية مطح جا نھی 3 طح کل هشو ر منتظهی ک‌ 
طول يال جانبی آن و۴ و قاعدهاش مر بی بەضلع ۾ اشد . 
ِ ۲~ مطلوب ست مخاسية سطح جا تھی وسطح کل منشو رمنتظمی که قاعں: 
أب مثاٹ متساویالاضلاعی به ضام ۾ طول بال جا نبيش ھ۳ باش . 

5 ۴ ہے مطلوب است محاسية طح کل منشو رقا ئمی a5‏ قاعده اش بك‌اوزی 

د4 اقطار Ta 2a‏ 3 طول ارتفاعش E:‏ با شد . 

۴ ے ابت کنید که اگر خطی ازنقطۂ 0 » محل تلاقی اقطار متوازی_ 
السطوح بگذرد وطح ان دا دردونقطة 1" د XN‏ فطم كند ١‏ نقطة © وط 
قطعه ديل MN‏ واه دو 3 4 
يك منّواز یا( طوح را بهم وصل می گنی 4 زيت بوط که ټل وط ھی باش ار 
أ ها وام ست ١‏ می گذر ند . 

ب - ٿا بٿ كنيف که قطعه خطھ ایی که محل نلاقی أقطار وجو مٿقا بل 
يك متواز یال طوح را بهم وصل ھی کنذد أ مك نقطه که در وسط حر يك از 
آنا واقع است ؛ می‌گذرند . ٠‏ 

۷ ے ابت کنید که اگراذ محل تلاقی اقطار بك مو اذیا لسطوح دو خط 
عمود برهم بگدر ند 1 ين دو طط طح متوازی|لسطوح را دار جهار َطه که 

۸ - طح ك كهب را ر وسيلة صفحە ای که شامل فطر یکی ار ووه 


ان و وسط یکی ازیالهای موازی بااین وجه باشد» طم می کنیم ؛ شکل معطم 


۵ 


۹ س مطح ك مک را A‏ وسيلة ص وای که أذ س انثهای اس يال مار 
ر ك راس می گذرد i‏ طم می کنیم : أولا شکل مقطع را تعیین کید . i‏ يا 
مطاوب | ست تيون سیت قطعه خطها می که رھ وسيل آين صفدة رو فطر ی a5‏ 
ار راس هر دولر می گذرد f‏ لدف ہیآ ود 8 8 | دمت کید که اين فطر در صفحة 
مقَطم عمود ست ۰ 

10 - ا بت کنید که معطم رك كعبت بەةو یله صو وای 45 أذویط یکی 
أذ اقاار ن در آن وطر عمود شود 4 بك ژشضلعی مننظم ست 

۹ ہے سه خط راست ل "۸ و "ل که ده یدد متنافر هستند مغروضند؛ 
متو اذیا لسطو حى وسار یك که س وا ن لو کا بف طط مز دور وأقم وأ شند 

1۲ — طول بال يك مکعب ۾ أست ؛ طول قط ان را رھ وسيل ر سدم 
AN‏ بدست آ ورود 4 طول قطر يث مکعب di‏ ست ٤‏ طول بال آبٰ را بە ويله 


ی 
رسيم هعدسی بدست آورید . 

۳ ہے ثابت کنید که مجمو ع مر يعات جهار قار هر متواذی|السطوح 
مسراوی است بأ مجمو ع مر عات دوازده ءال آن . 


حجم متوازیالسطوح و نشور 


۴ ہ یال یك مکعب مساوی با قط مکعب دیگر است ؛ مطلوب است 
نسبت ما حات کل آ نها و نسیت حجمهای آنها . 

۵ ہے ابت مساحت کل یك مکعب به عساحت کل وك مکعب دیگں 
ماوی ا عدد و است ؛ مطاوب است تعیین سبت حجم ادلی بەحجم دومی . 

۶ ے مطلوب آست محاسبة حجم یك منشور شش پهلوی منتظم که طول 
ضلع قاعده اش ۾ و ارتفاعش و۲ اأست . 

۷ ۔ سطح کل یك مندود منتظم شش‌پهلو که ارتفاعش مداوی با فطر 
فاعدهاش می‌باشد ؛ مساوی با ۱۵٥‏ سا نتیمتر مر بع است؛ مطلوب است محاسبة 
حجم أن منشور . 

۸ ہے ثابت کنیں که حجم هر منشور چندپهلوی منتظم مساوی است با 


زصق حاصل ضراب مسا حت طح جا نوی إن در سهم جد ضاعی قاءدەاش : 


۶ 


هرم 


4 > فا عد يك هرم متم هشت ضلدی منتظامی أ ست وه ضلح سا هتر 
ر طول ال جا نیی هرم ۵ سانتیمش ست ؛ مطاوب أست محاسية سطاح 
جابی إل . 

fo‏ = اعد بك شرم منتظم مر بھی ست وھ ضلح ۵ سا همر و ارتفاع 
هرم مساوی را ۴ سانتیمتں است ؛ سطح کل آن دا حساب کنید . 

۹ طول یال جانبی يك هرم شش‌پھلوی منتظم مساوی با ٭ سا نتیمثر 
[ ارتفاع هرم ھ سانتیمٽر است ؛ سطح جا نی آن را حساب کنید . 

۳ طرهای غیرمتوازی دو وجه متما بل اذيك مکعب را دد ظر گرفته 
انتهای | نها را بذهم وصل می کنیم ؛ مطاوب است ماس سطح جا نبی چهاددجهی 
حاصل برحسب طول پال مکیب . 

۴ ے اعد برد کش یك هرم نافص عبارت است از ملف فائما لز اديه 
د متساوی| ل اقینی که طو ل ضلع ذاویۂ قائمه‌اش ۾ است وطول یکی از بالهای 
جا بی که 5 صفحة فأ عدو عوو د أست » مساو ی ا a‏ می باشد ویکی أز اضلاع 


هد 1 ۳ 4 
ساوی فأ عد کوچکت مساوی با است؛ «طاوب ست محاسية سطح جا تھی 
اين هرم ناقص . 


حجم هرم : 

۴ ے فاعیع يك ھر م منم ا ملت متساو ی‌الاضلاعی است ده ضلع I:‏ 
وجوہ جانبی آن مهای قائم‌ا لز اویه به راس مشترك ےھ هستند ؛ مطلوب است 
آولا محاسیة حجم هرم و ثا نیا فاصلة دس ھ انقاعدة هرم . 


کے > ۲۵ وی یالهای یك کنج سه قائمە برس 0 طولهای 04 . 08 


د 06 دا پت تیب مساوی یا 8 ۰ ۲8 د ۳4 جدا می‌کنیم . 
مطلوب است اولا محاسية جم O0. ABC‏ د ٿا نيا محاسبة فاصلة نط 
0 اد ABC r‏ . 


۷ 


مقا بل بهن می دذرد 1 az‏ جهادو هی را دە دق سمت متعادل سيم می کند . 


۳¥ س قطر های غبرمتواذی ار ذل وح مثا بل وك مکعب را دار تجار 


می گیں دم 1 مطاوب ست lea‏ سة م جها دو جھی a5‏ رأسھا یش أا تتهای آین‌دو 


قطر باشند برحب طول ضلع مكب . 

۳۸ ہ ابت کنید‌که اکر نقطه‌ای در داخل يك چهاروجهی منتظم تغییر 
مکان دهد » مجموع فواصل إت نةطه از جهار وجه ثابت می‌مأند . 

۹ ہے دطاوب است محاسہۂ حجم هرم ناقص منتظمی‌ که قاءدة بزدگترش 
شش ضلعی منتظمی است به ضلع ۾ د ارتفاعش مساوی با ۽ لھ د طول بال 
جا نبیش 2 است . 

٣۵‏ ہے قاعده‌های هرم ناقص منتظمی دو مربع هستندکه طول ضلع یکی 
از انها ۾ وطول ضلع دیگری ۾ است و حجم این هرم تاقفص منتظطم مساوی 


Ya" 
. می باشد ؛ مطلوب است محاسبة ادتغاع أن‎ wv | 
مسال محتلف‎ 


۹ ہے ایت کنید که اگر قطرهای یك متواذیالسطوح با هم مساوی 
باشند , جسم ؛ يك مکعب مستطيل است . 

۴ ہے ابت کنید کہ در ھر مکعی اولا زاویۂ ھر یال با هر یك اذاقطار 
مکعب همواره یکی است . انیا تصویر هریال دوی هرقطر مساوی است بایك 
سوم قطر مكب تصویر یك مکعب دا روی صفحه‌ای که بریکی از اقطار آن 
عمود باش راسم کید . 

۴ ہے ثابت کنید که در هر جھاروجھی : 

اوا بو وطعه خط که اوساط اضالاع متقابل دا به هم دصل می نند ۾ از 
یك نقطه مانند 6 که در وسط هرك اذ آ نها واقع است می‌گذدند . 


8 8 شش ت2 a‏ هر یك از انها اذك بال £ از وط بال مدا دل ھآ ن 


e 


1A 
. می گذر ند‎ G أذ نقطة‎ ٠ یول می کٹند‎ 
الا چهار قطمە خط که هريك اذ آ نها يك داس دا بەمحلتلاقی میا نه‌های‎ 


¢ 
1 


هند ےه پنصم د یا ی 


وجە مقا بل به آن راس دصل می کنند. اذنقطة 6 می‌گذرنڊ و نقطة 6 درسة جه ارم ١‏ ستو أنه 
در بك از انها ا بتدا أز راس واقم | مت . 2 1 
۴ ہ ابت کنید که صفحات ماصف فر جههای ھر جھارد جھی› آز بك نةه ٍ 
as : :‏ _ ِ . 
a5‏ از جهار وجه جسم به بك قاصله است » می کذر زد ۹ - سطم استو انه‌ای _ خط راست ۵ و منحنی مسطح ) را 
۵ ہے ثابت کنید که صفحات عمود منصف بالم‌ای ھں جھادوجهی ازيك که صفحداش با ۵ هوازی تست › در فظر می گیر بم ۰ 
نقطة می گذد ند . 


هر گاه خط راست ۸6 چنان تغییر مکان دهد که همواره با خط 

۶ چمادوجهی 8600 ۸ مغروش است د می‌دانیم که الهای 0[ ۸ 
د BOC‏ اذ آت ہر ھم عمو دنك ؛ ٹا بت کنید که تصوير نةَطةُ BCD imi y A‏ 
دوي ارتفاع فظير ضلع BC‏ ازمئلٹ 0[ B€‏ واقع است . 


س ۱۲۹ 


ثابت 4 موازی و بر منحنی ثابت ا متکی باشد ازحرکت خط راست ۸6 
سطحی ایجاد می‌شود ګه آن دا سطح استوانه‌ای می گګوبند (شکل ۹ ( . 


o 

هر يك از اوضاع خط راست و متحرك ۸6 راأامولد طم 
استوانه‌ای و منحنی ابت € را هادی و راستای ۵ را راستای مو لد 
طح استوانه‌ای هی نامند. از هر نقطه متعلق به طح استواندای بك مول 
و ووط یکی هی گذرد . | جه بعد از این در أن معحث کته مشود › 
همواره رض ھی شم که منحنی هادی طاح استوانه‌ای بك دابره اشد ؛ 

در ان صوزرت سح استوا ئه ای را مستد در می کو ند . 
۷٢ r‏ قصضیه ‏ هر اہ دایرة € هادی سطح استوانه‌ای 5 باش در 


صفذحه که با صفحه دایرة € موازی باشد » سطح 8 را در دایره‌ای مانند © 
۴ با دار6 ماوی است قعاح خواهد کرت . 

صفح دارة € را P‏ می ناعم د3 ص P'"‏ را که را صفح P‏ 
موازی ست دار نظر می گیر م و نقطدای ما نف A‏ ری دادر 9 اختار 
می کنیم (شکل ۱۲۹) . اگر ازنقطةٌ 0 مرکز دار € خطی بە‌موازات 
راستای مو لد 1 رم كنم ٤‏ صفح PF"‏ ان دیل وا در نقطدای | O" E‏ 
د مو لد AG‏ را در نقطە‌ای ھا A E‏ فطم می گند (شمارة 1%( و وىه 
خطہای ' OO‏ ر AA'‏ متوازی و مساو شف (شمارة ۳ ) 3 چپارضعی 
ا ھم مساوی می اشد و وفنی کے نقطه ۸ روی دادر C‏ حر کت کد 1 
نقطه ' ۸ در صفحة '۲ دابره‌ای بهمرکز '0 و به شعا ع O'A' OA‏ 
می دیما دد اس فصل مشتر ك سطح sS‏ با P' EE‏ دأىره‌ای ست که 1 


C‏ مساو ی می باشد 


ار اا 


1Y ٣‏ 5 استوانة شك ر ھر ان بك طح استو انه ای مستد زر 


۳ 

دا بادوصفحه که باصف<حه دایرۀ هادی موازی باشند قطع کنیم»: جسمی را که 
يه طح استو انه ای و دو صفحاا مز بور محدید می‌شود » استوانا مستدرر 
۳ویند (شکل ۱۳۰) . دو مقطع حاصل » 


نظر به قضبة YN‏ »> د9 داءرة مساو ی 


می باشند . هر بك از اين دو دایره را 


قاعد استوانه مستدير و شعاع مشترك 


ب سس ت ته 
T7‏ 


آنا را شعاع استو انه سند در د فا صله 
فدات أ نپا را ار تفاع استو انه سند در ص fo‏ 
هی‌گویند . 

ا ۴ = سطح دو ار هنحنی مسطح 6 وخط راست 2 ± را در 
صفبدة أن در نظر ھی کیر م اکر صاحة ان معخنی در حول خط zz‏ 


دوران کلكد » ار حر کت منحنی (G‏ سطحی ايجاد می‌شود که أن را 


طح دار می کو بند. خط 2z‏ را مدو ر طح دوار می تامند (شکل 


1۳1( : هر نقطه مانند ¥1 از مخنی G‏ ُ7 
CS‏ 6 
کر آد دی ۴ پلک 
ے2 4 5 ل جوز 2 Z7‏ مود می باشد ؛ و 
هر بك ار داەرەھاىى را a5‏ زقاط ماف 2 
نی G‏ ھی دما نند > مدازر طح دوار س ۹۴۹ 
می کو بند. هر صةیحه که آز محورس طح دوار نکذرد 1 ص فة صف النهار 
طح دوار تمده می شود ¢« 94 مقطم أن با سطح دوار نے انار طح 


دار گفته می شود 


در صمن حر کت داىرهای ھی دیما رک که 


مر کز أن رزوی مجور 7'7 واقع است و 


NY 
ر‎ 


×' سطح استوانه‌ای دو ار دو خط راست متوازی ۸ و×‎ - ٣۷۵ 


را در نظر ھی گیر م : اکر صەح دای که شاهل ان دو خط متوازی است 
در حول ×× دوران کند » از حرکت خط راست 4 سطح دواری ایجاد 
هی‌شود که ان را سطح استو انه‌ای دار می کو ند (شکل ۱۳۲) . 


CO 
I 


1 


۸ از حر کت هر بك از نتقاط خط 


4 داەره‌ای أ يجاد هی شود a5‏ صفحهاش 


ر دمل مو اد 4 مود است د می توان 
آن را دارة هادی سطح استوانه‌ای دوار 


دا ست . 


1 


7 ۶ - استو انه دوار اکر 

ش ۱۳۲ طح استوانه‌ای دواری را با دو صفحه 
که بر هحور ان عمود باشند فطع کیم »> استوانه‌ای بدست می ید که 
آن را استوانۀ دوار هی‌نامند (شکل۱۳۲) . وندز می توان‌گفت : استوانا 
دوار جسمی است که از دودان یك ستطیل مانند 0۸81 در حول یکی 
از اضلاعش (مغلا 01) ایجاد می‌شوه. فطعه‌خط 0 که مراکز دو قاعدة 
استوانه دوار را بهم وصل هی کند برایر ارتفا ع استوانة دوار د فطعه خط 


: هو لك استوأ نة دو ار ست‎ AB 


همو ادهای استوا نه دوار تر صفح هر بك ار E‏ اعدو ان عمو دند , 


رسم شدہ وخط راست [١‏ در نقطا 1 با منحنی ۸ مماس باشد می گو بند 


که خط راست ۳ در نقطه 1 با سطح 8 مماس است (شکل ۱۳۳) . 


۳ 
به عبأرت دیگر > هر گاہ خط راست MM'‏ طح 5 را در فقاط 
8 و M'‏ قطع کند د نقطه N1‏ فوس 1۷ واقم ر منحنی ۴۸ از سطح 


5را یماد و بنپایت به نقطه T‏ 

4 نزديك شود» حد اوضاع قاطع کے 
HM"‏ را خط مماس برسطح 5 در 2D‏ 
نقطة ۷1 مى نامند . از نقطه 1١‏ ش ۳۳ 


هنحنپای بىشماری روی طح 5 می توان رسم کرد »> س عموها نپا یت 
خط مماس در نقَطة ¥ ار سطح 8 وجود دأرد ۰ 


۴ مار وط 


1 
U 


ر ۱۷۸ - سطح مخر د طی ‏ منحنی‌هسطح )€ و نقطه 5 را در خارج 
سف آن در نظر می گر بم؛ هر گاه خط داست 5۷ چنان تغییرم‌کان دهد 
که همواره از قط ابت 5 بګذرد و بر منحنی ثابت € متکی باشد»› از 
حر کت خط راست 5۷ سطحی ایجاد می‌شود که آن را سطح «خروطی 
م یویند (شکل ۱۳۴) . 

هربك ازاوضاع خط راست ومتحرك 81 را مولد سطح مخروطی 
و منحنی ثابت € را هادی سطح مخروطی و قط ثابت 8 را داس 
طح مخروطی هی نامند . از هر نقطة متعلق به سطح مخروطی يك 
مولن و فقط یکی می‌گذرد . این سطح مرکب است از دو دامنه 
a5‏ یکی از | نیا از حر کت ام خط SM‏ اباد میشود و دیگری از 
حر کت نہ خط مقایل به 9۷ يدد میا بد . آئچه سد از این در این 


۴ 
مبحث گفتگو هی‌شود » هموار. 
فرض می كنم که منحنی هادی 
سطح مخروطی بك دآیره باشد؛ در 
ان صو رت طح هخر وطی را 
مستد لر ھی کو شد . 
۹ س قضیه ‏ هر اہ دایرة 


CÛ‏ هادی سطح مخروطی × باشد ء 
ار صفحه که با صفح دایر ة )مو ازی 


شی ۴ ۰ باشد» سطح ٢‏ را دد دار ه‌ای مانند 
قطع خواهد کرد . 
صفحة دابرة € را ۲ و مرک این دایره را 0 می نامیم و صق 
P'‏ راکه یا صفح ۶٣‏ موازی است در نظر ھی گیر م و نقطەای مان ٧‏ 
دوی دایر؟ € اختیار می کنیم (شکل ۱۳۴) . خطرط راست 80 و 6۷ 
صفیحۂ '۲ را بترترب در نقاط '0 و 1 قطم می کنند ( شمارۂ ۳۳)؛ از 
تشا به دو مثلث 3 و M'‏ 90 حاصل مىشود : 


SO' . O'M’' SO 
O'M'=OM XO و از | تجا‎ OM C0 


أما قطعه‌خطپای 80 , S0'‏ ابت هنند و چون 0۷M‏ شعاع 
دار قا غذه ست ٤‏ طول أن ا مت است بنا یرادن طول قطأعه يط O'M'‏ 
همواره مقداری است ٿا بٿ 9 وفتی که نقطاه ¥ ر وی دادر 9 حر کت کند» 


WM E‏ ار سدح PFP"‏ دایرهای دة مر کر '0 3 ےھ شاع 9 می نیما ںد؛ 


۳۵ 
دس قصل مشتر ك طح e‏ وا صم P'‏ ك داتره ست » 
تبصرہ ‏ تسەت شعاع دأیرة C'‏ ي شعاع داور CGC‏ مساو ی ست 
با نست فاصلة نقطة 5 از صفحةٌ "۲ به فاصله نقطة 8 از صفح ۲ . 
7 مخر وط سخد لر 
جسمی | که به بکې از دو دامنة 


سطح مخروطى مستدير و صفحهة 
دايرة هادی آن محدژرن می‌شود ؛ 


مخروط مستدیر می‌نامند (شکل 


. (۳۵ 


دار هادی سطح ہخروطی شش ۳۵ 
مز بور را قاعدۀ مخروط مستدر و شعاع این دایره را شعاع مخروط 
مستدیر وفاصلة 88 راس 8 را ازصفحة قاعده» اد تفاع مخروط مستدر 
ھی گو شد . 1 ج 
ر ۸ - مخروط ستد در ناقص - هر اه يك مخروط مستدیردا 
با صفحه‌ای که با قاعدم آن موازی باشد قطع کنیم › قسمتی از مخروط را 
که بين صفحة قاعده وصفحا مقطح 


5 
واقع می‌شود: مجر وط ناق ص eستد‏ زر 1 
ا 
می‌نامند (شکل ۱۳۶ ) . F/R‏ 
1 


ان مقطم راک وك دادره ست 
(شمارة ۱۷۹) قاعدة دوم مخروط 


RE, . 2‏ 
ناص #سم ادر و فا صله صاعجه مقط 3D‏ 


را از صفحه قاعدةٌ مخر وط اصلی شس ج 


CY 
P8 


۶ 
ار تفاع مخروط اقص مستدیر هی گوبند . 

۲ - سطح مخروطی دار - دوخط راست منقاطم 8۸ و ×8 
را درنظر می گیر بم (شکل ۷) ؛ اگر صفح ×۸8 در حول خط ×5 
دوران کند › از حر كت خط 54 بك سطح مخر دطی دوار ابجاد 
می‌شود . دراین حر کت نقطاً ۸ دابره‌ای می‌پیماید که صفحه‌اش برمحور 


×5 عمود ست . ر 


ر re‏ ۳ - مخروط دوار ‏ اگر 
ك سح مخر وطی دوار را را 
صمحه ای که ار محورشس #مود راشی 
فطع کنیم» مخر وطی بلست می أ ید 
a5‏ أن را مخروط دوار می اذد 


(شکل۱۳۷) . ونىز می‌توان‌گفت : 


دوران بك مثلٹ قائمالز اویه ما نند 


)50 در حول یکی از اضلاع زاو به قائمه‌اش (مغلا‎ ) 0 =4۰ ( S04 
بجاد می‌شوٹ . قطعه خط 80 که راس مخروط دوار را به هر کز‎ 
مولد‎ S۸ قاءدهاش وصل می کند ار تفاع مخر وط دو ار و قطعهخط‎ 
با سهم مخروط دوار است . زاویۂ 054 را نیم ذاو به رآس مخروط‎ 
. دوار هی نأهند‎ 

AP‏ = مخر وط ناقص دوار_ اګر كت مخروط دوار ړا به وسیل 
صفحه‌آای که با صفحة قاعدەاش مو ازی باشد فطع کنیم 4 وسمتی از مخروط 
را ګه بین صفحه 5اءده و صفحه «قطع واقع می‌شود مخروط ناقص دوار 


REE o, i - HEEE 


¥( 
مخروط ناقص دار از دوران 
بك نوز نقه اما لز او به ما فد 
0A‏ درحول ساق '00 که 


ار دد قاعدهاش غمود ست أ سحاد 


می‌ شود . واه خملل OO'‏ که 

مراکز دو قاعدة مخروط ناأقص ش ۱۳۸ 

دوار را ده م وصل می کمْد» برأیر ارتغاع مخروط نأقص دوار ووطعة خط 
(١‏ 

ل 


٠ أ‎ 1 


u. 


8 مو لد 5 سیم مخروط ناقص دوار است‎ AA' 
i إزة سطح سوچ مت اله و مخروط‎ 1 
a 2 ہے اید رة و چم امو‎ ۴ 


e 


ا 


۵ - سطح جانبی استو انه دوار _ نمی‌توان قسمتی از بك 
سطح خمیده‌را با واحداندازه‌گیری 
سطح a5‏ مترهر بم ات » اندازه 
گرفت ؛ بنابراین بابد مساحت 
طح استوانه را تعر دف كنم : 

استوانةٌ دواری راکه قاعده 
آن دار: (8 و 0) و ارتفاع ان 
ط='00 است در نظر می گہر بم 
(شکل ۱۳۹) ؛ چندضلعی منتظم 
BCDEF‏ Aر‏ ادر دار 0 محاط 


ر ا 


—\A- 


می کنیم و منشور قائمی را که قاعده‌اش چندضلعی iaتظq ABCDEF‏ 
و ارتفاعش '00 باشد هى‌سازيم ؛ أبن منشور را محاط در استوانة 
دار می کو ند ۰ 

اکر ع اضلاع چندضلعی منتظم در دور سسْړا ت رباد شود ٤‏ ان 
چندضلعی بە‌طر ف دار 0 و هشور ائم هر دور ٫طرف‏ استوا نه مقر دض 
مسل ھی کن و از أن رو هی‌توان تعر بف رر را بان کرد : 

عر لف ۔ مساحت سطح جانبى استوانة ادوار عیارت است از حد 
مساحت طح جانیی منشور منتظم محدبی که در آن استوانه محاط شده 
باشد وقتی که عد وجوه جانہی آن بینهابت زباد شود . 


در شرا ٫ط‏ قوق ٤‏ مط چندضلعی هنتم نه سمت میحط دادره 


نی rR‏ ( مل هی کد و حل مسا حت سح انی نشور محاطی‌عبارت 


است از : 


4 7 ا ھ۳ 
از | نجه گن شت ( #صة رر لاست 


سم 


یا س : 


۰ ضيه - ساحت سطح جانبی استوانا دوار مساوی است با حاصل 
ضرب محيط دايرئ قأعدة آن در طول ارتفاعش . 


سا حت سح کل اتواه دو ار عبارت ست ارز ھا حت اح حا نی 


أن دالاو مجمو ج همساحتیای د قاعدهاش می 


Rh + ۲R‏ = مساحت سطح کل استوانۂ دوار 
۶ -گستر ش استو انة دواد - قبول می کنیم » که اگر سطح 


جا دی استوا نه دوار را دز طول مولد '44 قطع كنم ( می‌توانیم آن را 


_ ۳۹ 
1“ لس ٤‏ رک مہ نطلل 
روی بك صةحه بکستر یم (شکل٥۱۴)‏ . به من ترتیب ٤»‏ 2 
بلست ھ آ۵ a‏ ك بعدش مساوی ا ارتفاع استوانه و نعف دفخرس 
ډلسسه ی ے : 


مساوی ا یحرط وا عد استوأنه ست . 


۱۴۰١ ش‎ 


N‏ _ حجم استوانة مسعدبر - درقاعدة استوا نة مستدبر» بهن 
دار داه ره ¢ (O R)‏ 4 چندضلعی منتظم د معودب ABCDEF‏ رإ ميحاط 
و ۰ له ما ۴ 3 

می كنم د منشوری می ساز دم که قاعدەاش أن جد ى م و لا 


چ 


مشور را محاط دراستواله می - 
گو ند . 


وفتی عد وجوه چا نی هشور 


ا 
ا 


محاطی سنا یت ز باد شود 4 أن 
5 2 ت“ 
منشور ره طرف استوآ نه وسسفا لر 


مول خوأهد کرد س 
و حجم استو ان مستد ير عبارت س ۱۴۹ 


۴ 


است از حد حجم منشور محاطی که قاء دهاش چندصلعی منتظم محد بی باشد 
وقتی که عدۀ وجوه جانبی این منشور بینهارت زباد شود . 
أما مىدا یم که جم ان منشور مساوی است ا حاصل ضرب 
مساحت قاعدة آن در ارتفاعش ؛ وقتی که عد وجوه جانمی منشور محاطی 
بسنپا ت زاد شود» مسا حت فاعدة منشور محاطی بە سمت مسا حت دأءرة 
قاعیة استوأنه يعلى به سمت R"‏ * هل ہی کند و ارتغاع هشور همواره 
دما ارتفاع استوأته ست و چون ان ارتفاع را bh‏ و جحجم استوا نه 


مسد ر راV‏ پنامیم ٰ دارم : 


KES 


از | ده گذشت ٤‏ فة رار دست میا يكف ٠‏ 


ا 


e‏ قضبه حم استوا ا مستدیر مساوی اںت با حاصلصرب مساحت 
دایرة قاعدة ن در ار تفاعش . 


لبصره - این فيه در مورد استوانۀ دوار یز صحرج است (شکل 
۹ . [ارغاع استوانة دوار همان = '00 ات ] . 

۸ - مساحت سطح جانیی مخر وط دوار ‏ هہانطور که در 
مورد استوانه گفتیم » سطح جا نبی 
مخروط را ثیز بايد تعر ق کرد : 

مخروط دواری را که 
قاعدهاش دابرة 0 و ارتفاع آن 
ط=80 است در نظر می گرم 
(شکل ۲) و چند ضلعی منْتظم 


0 


~۴ 

 BCDEF‏ را در دادر 0 محاط می کنیم وهرم منتظم ۲ راکه رامش 
8 و قاعدهاش این چندضاعی منتظم باشد می‌سار دم . این هرم را محاط 
در مخر وط دواد می کویند . 

اکر عد اضلاع جندضلعی مننظم هز بور بسنهامت ز باد شود »› ادن 
چندضاعی به طرف دايرة 0 و هرم ۶ به طرف مخروط مفروض ميل 
می کند و ازا رو می توان تعر مف زیر را سان کرد : 

عر یف ہ مساحت سطح جا نبی مخروط دوار عبارت است از حد 
مساحت سطح جانبی طرم منتظم محدبی که در آن مخروط محاط شده باشد 
وقتی که عد وجوه جانبی آن بینهایت زياد شود . 

درشر اط فوق» حرط چندضاعی منتظم يە سمت مد ظط داءره» ینعی 
۲R‏ » مل هی کند و ارتغاع 8 از وجه 5A۴‏ نی سیم هرم ۶› 
بەسمت ھ = 94 : دعنی مولد مخروط مسل ہی کد (زیرا نقطةُ & که 
وط ۸۴ ات »> وقتی طول ضلع A۸۴۳‏ به سمت صفر میل‌کلد » به سمت 
نقطةٌ ۸ مل می کند ) . مساحت سطح جانبی هرم ۴ عبارت است از 
اف حاصل ضرب مط قاءدۂ آن در طول سہم €$ ؛ پس مساحت 


سطح حانمی مخروط وار که أن را 5 هي اميم عبارت است از : 


3 Sx YrR x SA 


To 1‏ " : # 
از | جه گذشت »> فضمك ادر يلست می | ید : 


۰ قضبه ہ مساحت سطح جا نبی مخروط ووار ماوی است با تصف 
7F‏ 0 3 8 
حال ضرب محیط دابرة قاعدۀ آڼ در طول مو لکش . 


م احت طح کل مخروط دوار عبارت ست ار مسا حت سعطح 


۴ 
جاننی أن بعالاوة مسا حت دأرة قاعدهاش نوی : 


1 سے و 
—rRa+rR‏ ھس| حت سطح کل مخروط دوار 


۹-کگستر ش مخر وط دو از قول می کنیم کها گر سطح جا نبی 


مخروط دوار را درطول مو لد SA‏ فطع کنرم» می توا نیم ان را روی بك 
ص فد 3 کسر ص (شکل۴۳))؛ وه أن تر لەب فطاع دأيرة IMN‏ دست 
می أ ید a5‏ شعاعش هساوی با مول مخروط ست . 

کمان × عبارت است از کسترش دابرءٌ قاعدةٌ مخروط و طول 


أن مسا : ؛ چو 
ل وی است {rR lL‏ ۽ چون ان کمان متعلق بے داەره‌ای به شعاع 


س ۴۳ 


س باش زارد ر 1 1 
A‏ ی باش › اندازة زأوبه هر کزی وروی أن در سکس رادان مساوی 


است ا YR‏ 


کن و بر جسن در جه مساوی أست اا TFo xR‏ , 
A `‏ 


به این طرق می توان مساحت طح جانبی مخروط را لز بست 


آورد 1 زرا مساحت فطاع دایرة IMN‏ هساوی ست ا : 


—rRa 


-٥‏ حجم مخر وط مستد لر درقاعدة مخروط مستد در یعنی 


ay 


۴۳ 
در دادرة R)‏ و (O‏ چندضلعی منتظم و مدب A BCDEF‏ را ميداصل 
می کنیم و هری می‌ساز م که قاعدەاش أن جل ضاعی منتظم 2 راسش 
همان راس هخر وط باش (فکل۱۴۴) ٤‏ ان هرم را محاط در مخر وط 
می گو بدن وفتی a5‏ 3 وجوه | نمی هرم محا طی پا ت ار ز باد شود 
اين هرم بەطرف مخروط هستدار 5 
مىل خواهد‌ کرد » س : 1 
حجم مخروط مستد بر مارت 
است از حد حجم هرم محاطی که 
قاعده‌اش چندضلعی منتظم محد بی 
باشد وقتی که عد وجوه جانیبی 
این هرم بینهایت ز یاد شود . 


ا سا ناا ت 
y7‏ 


اما می‌دانیم که حجم أین ش ٠۴۴‏ 
هرم مساوی است باك سوم حاصل ضرب ماح قاعدهان در ارتغاعش ؛ 
وقتی که عد وجوه جانبی هرم محاطی بسنپایت ز باد شود » هساحت 
قاعدة هرم محاطى يسمت مساحت دار قاعدة مخروط نعنی ە سمت R'‏ 7 
مل می کد و ارتفاع هرم همواره همان ارغاع مخروط است و چون 


1 ن ارتفاع را ا و حجم مخروط مستدیر را ۷ بنامیم دادم 


ve) 


از نجه کشت وه زر بلست میا دد : 
م قضہه ‏ حجم مخروط مستدیر مساوی ات با بك سوم حاصل صرب 
مساحت دابرۂ قاعدۂ آن ور ارتفاعش . 


الیصره ‏ أن مه درهورد مخروط دوار نسل صحیح ست (شکل 


ہے هند پنجم ر باضی 
J (¥‏ ارتفاع مخروط دوار همان ا =80 است ] . 

۱ ۔ مساحت سطح جانبی مخروط ناقص دوار ‏ مخروط 
دوار به رای 5 را در نظر ھی گر بم و آن را با صفحه‌ای که با صفحة 
فاعده‌اش موازی باشد فطع می کنیم تا بك مخروط ناقص دوار پدید آ ید 
(شکل ۱۴۵) . و شعاعپای 04 و ' 0'4 دو قاعد؟ أبن مخروط ناقص 
دار را بترتب ۴8و '۴ و مولن آن بعنی ۸ھ را ھ می نامیم و نیز 
طولپای 84 و 84 عنی مولدهای دو مخروط به رای 8 را که 
فاعده‌های نپا دوایر 0 و 0 حستند » بترتیب × و ل می‌نامیم : 

SA=y ,و‎ SA4A=x 

مساحت سطح جا نبی مخروط ناقص دوار » که آن را $ می ناهیم» 
عبارت است از تفاضل مساحات سطوح 
جانبی این دو مخروط › پس : 

. (14۸ (شمارة‎ S=rRx— rR y 
اکنون می‌خواهیم 5 را بر حسب‎ 
و ھ حسابکنیم؛ برای این کر‎ R' و‎ R 


بايد × و لګ رایر A 2» R's FR w=‏ 
س ۴۵ بدست آورد ؛ مالا اه می کنیم که : 
S4-54 =A‏ س و=y-—x‏ 
و از تشا به هثلئہای قاڈمالزراوية SO" A' SOA‏ دارم : 
x_R SA 5 OA‏ 
y R' °` SA 04‏ 
و از رابطۀ اخیر اجه می‌شود : 


(۴۵ 
¥ ×7 8 
R RT RR RR 
R' R : 
“RF 2 X= ازا‎ 
GS raf" raR''  ra(R'—R") 
CRR RR RR ٣ 


| S=ra(R+R) | ا‎ 


اھا r{(R+R')‏ عبارت است از صف مجمو ج محطپای دو قاعده : 


و 


ترے قضیه ۔ مساحت سطح جانبی مخروط ناقص دوار مساوی است با 


حاصل ضرب نصف مجموع محیطهای دو قاعدۀ آن در طول مولدش . 
مساحت طح کل مخروط ناقص دوار عبارت است از مساحت 
سطح جانبی آن بعلاوء مجموع مساحات سطوح دو قاعده‌اش پعنی : 
xR + R' (+ (RR)‏ = مساحت سطح کل مخروط ناقص دو ار. 
۳ - تبصره صفیحهای که باصفحة دوقاعدة مخروط ناقص‌دوار 
موازی و ازا نها بهبك فاصله باشد » سطح جانبی آن را در دابره‌ای قطم 


می کند که شعاعش 0 مساوی است با نصف هجمو ع شعاعړای دو قاعډه 


S=Tla (R,R) 


شش ۴۶ 


۴۶ 
مخروط ناقص دوار ھی کو نند مط فاعدة هتو ط مساو ی ست ا : 


rrp=r(R+R') 


د هی توانگەفت : 


مسا جت سطح جا نمی مخر وط ناقص دوار اوی است با محیط قاعدۂ 
متوسط آڻ درطول مولدش . 

۳ - برای بدست | وردن گسترش سطح جا نبی مخروط ناقص 
دوار a5‏ در شکل #F‏ فشان دأده شف ھم ست کافی ست که تفاضل 


کسترشپای سطو ح حا نی خر وطپا نی a5‏ مو لدهاشان SA‏ و SA'‏ ست 


معین کنيم . 

۴ _ حجم مخر 3ط ناقص مستد ,لر ۔ مخروط هستد ر به راس 
5 را در نظر می گیریم و آن را با صفحهای که با صفح قاعده‌اش موازی 
:اشد قطح ہی کنیم تا بك مخروط تاقفص مستدیر یدید آ بد (شکل۱۴۷). 
شعاءپای 0۸ و ' 0'۸ رو قاعرءٍ 
اسن مخروط ناقص مستدور را 
بشرتبب ۴R‏ و R'‏ و طول ارتقاع 
HH‏ ان را ا می نامیم . و نیز 
طولہای ارتغاعات SH' ,„ S8‏ 
مخ رو طپا یی که ر اسشان 5 وقاغده۔ 


س ۴۷ هاشان وواير 0 و '0©0 هستنك» 


۴۷ 
بتر تیب × و ل هي‌ اميم . 
SH =x‏ و SH =y‏ 
حجم مخروط ناقص مستدر که‌آن را ۷ می نامیم؛ عبارت ست از 
تفاضل حجمپای ان دو مخروط . س : 
Va rR'x—rR'y‏ (شمارۂ )۱۹١‏ 

اکنون می‌خواحیم ۷ را بر حسب ۴ و R'‏ و ط حساب کیم ؛ 
برای این کارباید × و و را رحسب 8 و '8 وط بدستآ ورد » مالاحظه 
می کنیم که : 

x~y=h :y SH—SH'=HH' 
: و از تشابه مثلپای قايا راوه 8۲10 و 81'0 دارم‎ 


x SH SO‏ و 
“y7 SH SO‏ وزدوەشلٹ 504 و' 50'۸ متشا بپند وداریم: 
x R SO R‏ 


سے س 
e‏ 


و از را بطه اخر ده ۵ی شود : 


x J __XZ>YJ___h 
R RFR R-R R-—R' 
Rُ hR 
۷= RR 2 × R—R و از | نيحا‎ 


IDR 1 BR" 1 RRT 
TTR-R TTR-R TP RR ow 


اها می دا نیم R'—R''—=—(R—R') (RT}+RR’'+-R'Y) a5‏ 


۴A 


س : V=rh(RFRRTR)‏ 
اين دستور را می توان چنہن اوش ت : 
V=h(rRHrRR' 1R’)‏ 
رس وارزاین رو قضبه زیر دست هیا د : 


م قضیه - حجم مخروط ناقص مستدیر مساوی است پا حاصل ضرب 

بلك سوم طول ار تفاع آن ددمجموع مساحات دوقاعده وواسطه هندسی نها , 

تمصر ه - اين وضه در مورد حجم مخروط ناقص دوا 

است ( شکل ۵ ) [ ارتفاع 
.[OO'=h‏ 


5 ار صر 


مخروط ناوص دوار عبارت أست از 


3 = کره 


s‏ ۹۵ - تعر لف کره ععارت است از مکان هندسی نقاطی از فیا 


که از یلك قط معين بهذ : نك . تقطةُ 
يك قط معین بەفایره ودی واقع تند , نقطه معن هز دور را 


هر کر کره 2 قاصله مذ کور را شعاع کره ھی گو شد » 


د 


هر خط رأاست a5‏ ازمر کز کره 
(قطة 0 شكل \¥FA‏ ( نگذرد ( 
کره را در دو نقطةُ ۸ و 8 قطم 


می کد بطوری a5‏ اگر شعاع 


n, 
n : 
ےک‎ 


u 


کره را R‏ بناهیم ٤‏ دارم : 
ش 04A =08B=R ٠۴۸‏ . وطعه خط 


~۴۹ 

8R‏ = ۸8 را قطر کره می نامند . کامة فطر گاهی به معنی خط راست 
نامحدودی که از مر کز کره می گذرد نز بکار می‌رود . 

هرصفحه‌راکه از مر کز کره بکذرد » صفحة قطری می گوبند . 
هر صفح قطری کره را در دایره‌ای که مرک و شعاعش همان مرکز و 
شعا ع‌کره هستند طع هی کند ؛ چنین دابره‌ای را داریرۀ عظیمۀ کره 
هي ثامند . 

هر کره دارای بسنپایت دا رة عظمه است . 

اگر رکز و شعاع بك کره معلوم باشد » آن‌کره مشخص است . 
کره‌ای را که مر کزش نقطة 0 وشعاعش 8R‏ باشد ٤‏ کر: R(‏ و 0) می نامند. 
اگر شعاعہای دوکر با هم مساوی باشند و مراکز أ نپا را پر هم منطبق 
کنیم » آن دوکره بر هم منطبق می‌شوند و وقتیکه دوکره بر هم هنطبق 
شدند» می توان بدو ا که ارات | طاق خارج شوند» يك نقطه معین 
از اولی را بر بك نقطه معلوم از دومی منطبق ساخت بعنی می‌توان دو 
کرة هتساوی را روی یکدیگر لغزانید . 

۶- | یجاد گر ه بهد سیل حر کت لك نیمدا ره ئىمدابرەای 
به قطر ۲۴ = ۸8 و به مرکز 0 را در نظر می‌کیریم (شکل ۱۴۸) . 
اگر صفحه‌ای راکه شامل این نیمدایره است در حول خط راست A۸8‏ 
دوران دهيم » نقطْه 0 ابت می‌ماند و در حن دوران هر نقطه مانت 
1 متعلق به این تیمدایره» از نقطةٌ ثابت 0» به فاصلةٌ ثا بت ۴ = 01 
واقع است و بنایراین روی کر (8 و 0) قرار دارد . برعکس اگر 
نقطه‌ای ما نند ' ۷ روی کرد (8 و 0 ) فر ض‌کنہم» نیم صفحه‌آی که مرزش 
خط راست ۸8 است و از نقطة "۸1 می‌گذرد » کره را در تیمدایر؛ 


AM'B‏ بةقطر AB‏ وطح ھی کند وان نمیا 
متدر ك مز :ور است ۰ س : 


رد وعم خاصی از نىمدارءٌ 


کرۂ( و 0 ) را می آوان سطح دواری دانستکه محور آن‌یکی از 
اقطار کره مانند ۸8 و مولد آن نیمدایره‌ای به قطر ۴ ۲= ۸8 اشد 
( نیمدا رة عظمه ) . 

مرلن س تحفیق کنید کہ مکان هندسی نقاطی‌از فضا که ازا نها قطیه_ 
خط 8 ھڅ بەز اويه قاگہە دده هی‌شود > کرهای است به قطر 8 ۸ . 

نقاط داخل و خارج کره ‏ هر نيخط مانند ×0 که مبداآن 
مر کر کرۂ ( و 0) باشل ¢ کره را فوط در بك نقطه مانند ۸ بقسمی 
OA=R a5‏ اشد فطع می کند . بنا ران کره سطحی ست هسدوږ که 
فضا رأ به دوناحیه تقسیم می کند . 
دد صورتی که نقطه ۲ روی کر (8 و © ) واقع نباشد › برحس 
انکه فاصلة 0۲ از شعاع کرہ بز د گتر یا کوچکتر باشد می گوبند نقطه ۲٥‏ 
در خارج با ډر داخل کره واتع است . 

4~ حط مماس ر کرہ ہہ نظر به تعر بف سشمارة 4ءمماس 
بر کره در نقطه‌ای ماننں ۸ عبارت است از وضع جد خط قاطہعی ها نند 


A1‏ که منحنی ([ مرسوم بر کره را 
در نقاط څ و MH‏ فطع کند ؛ وفتی که 


نقطةُ 1 روی 5[ بىنپاىت به نقطه ۸ 


ازدىنك شود (شکل ۹ ) . اما قاطم 
ش۹ M8‏ بر ھبانۂ 01 از مثاٹ متساوی _ 


الساقين 0M‏ عمود است ( زرا ۴= =0M1‏ 04 )؛ و وقتی كە M‏ 


بر ۸ منطبق شود › نقطه 1 نیز بر ۸ منطبق خواهد شد و 01 بر 0۸ 
واقع می‌شود و چول AM‏ ھموارە بر OÎI‏ عمود می باشد { وضع حد ان 
يز إر وصم حد 01 عمود ست ؛ بنابرآین مماس ۸۳ بر شعاع OA‏ 
عمود می باشد . پس : 

هر خط راست که برکره مماس باشد » بر شعاعی که از نقطةا تماس 
می گذرٹ عمود است . 

۹۸ ۔ اوضاع نسبی بك خط داست وبك کرہ ۔۔ خط راست 
Dو‏ رة (O sR)‏ رأ در نظر می کیربم واز خط 0 و نقطة 0 (مركز 
کره ) صفحه‌ای می گذرانیم ؛ این صفحة قطری کرٴ مفروض را در دأدرءٌ 
عظبمه‌ای که آن را ۳ می نامیم 4 فطع می کند ٤‏ اکر خط راست ( کرة 
(8 و 0) را قطع کند › فصل مشر کپای آ نہا عبارتند ازفصل مشتر کہای 
خط 0 و دار ۳ (شکل ۱۵۰) و اگر فاصلة نقطةٌ 0 از خط © را 


OI —=d‏ پنامیم { از آ نجه گذشت تاج رر حاصل می شود 


شش ٥ھ‏ 


أولااگر d<R‏ باشی» خط D‏ دابرة ۳ را در دو قط ۸ ,8 
قطع می کند و در ان صورت خط وکره رأ متقاطع می‌ناهند 
انیا اگر =4 باشد » خط 0 با دار ۳ وبنابراین باکره 


ھا 
مماس است و بیش از یك نقطه مشترك با کره ندارد (نقطه تماس). 
MY‏ اکر dÞR‏ باشد ٤‏ جمیح تقاط خط D‏ در خارج دارة 


,و بنا براہن در خارح کره واقم هستند و در أبن صورت خط را خاړد ج 


از کره هی ناهد . 
8R |‏ > 4 خط وکره متقاطعند . 
بطور خلاصه : 4d = ۴R‏ خط با کرہ مماس است . 


. خط خارج ازکرہ است‎ û << RB 


۹- نتیجه ‏ بك خط راست نمی تواند یك کره دا در بیش از 
دو نقطه قطع کند . 


بابر این سه نقطه 4 ؛ B‏ د ا متعاق به بك کره نمی توانند روی 
بك خط راست واقم باشند . 

۵ صفحة مماس بر ګره - ازآ نچه کذشت نتىجه می‌شود : 
هرخط که از نقطةٌ ۸ برشعاع 0۸ (شکل ۱۴۹) عمود باشد» بر کرہ 
مماس است و بعکس خطی که در نقطة 4 بر کره مماس باشد » برشعاع 
04 عمود است ؛ بنابراین مکان هندسی خطوطی که درنقطة ۸ بر کره 
هماس شوند» عبارت است از صفحة 
۶ که در نقطه ۸ بر شعاع 0۸ 
عمود شود ؛ أن صفحه را صفحة 
مماس در نقطة ۸4 بر کره 
شش ۱۵ می‌نامند ( شکل ۱۵۱) . 


۳ 


۹ قضيه. اکر یك 
کره و يك صفحه متقاطع باشند › 
فصل مشت رك نها دایره‌ای است که 
مرکزش تصویر مرکز کره برصفحة 
قاطع مز بور هی باشد . 

اگر ۾ = 01 فاصلۂ مركز ش ۱۵۲ 


کره از صفحه قاطع ۲ و رقمل ۷[ نط دلخواهی از صفحةٌ ۲ باشد › 
در هثلك قاذم لزاو ية 0M‏ (شکل ۱۵۲) می‌توان وشت : 
OM'=10' +IM'—=d'+IM'‏ 
برای آتکه نقطةٌ 1[ متعاق به‌کره نیز باشد » لازم وکافی است که 
0M‏ مساوی با ٩۸‏ باشد ؛ بنابراین لازم و کافی است که داشته باشیم : 
d'FIM'=R'‏ 
با : IM=YRT— Q"‏ 
بن مکان هندسی تقاط فصل مشترك صفحه و کره عبارت است از 
دايره‌ای به هر کز 1 و بەشeعاغ"g‏ — T= YR‏ 
ان دایره فقط درصورتی وجود دارد که 8 > باشد . وفنی که 
۾ از صفر تا ۴۸ ترقی‌کندء شعاع این دایرہ از R‏ تا صفر تنزل می دنْد. 
اگرصفحة قاطع از مر کز کره نگذرد » شعاع دار فصل هشتر2 
از ۴ کوچکتراست ؛ چنین دایره‌ای را داایرة صغیرۀ کره می ناهند. 
٢‏ ادضاع نسبى ريك صفحه و يك کره - اظر به ا نچه 
کذشت می توان‌کفت : 


اوا _اگر d < R‏ باشى › 


وقٴصل هشتر ك نپا بدا ره 
۵۳ ثانا - اگرR‏ =4 باش 


صفح ۲٣‏ در نقطۂ ]1 ار شعا ع 1 عمود و بر کره مماس است و فصل 


۵۵ ش ۵۴ 


مشترك آ نہا ك نقطه است (نقطةُ تماس 1 ) (شکل ۱۵۴) . 
الا اگر 8 < d‏ :اشد » صفحه ۲ با كره نقطة مشترك ندارد 
زرا دار :م : MR‏ وهر نقطه مانند 11 متعلق بهصفحه درخار ج 
کره واقع است و صفحة ۲ خود نیز خادرج از کره است (شکل۱۵۵). 
d < R‏ صفحه خارح ازکره است. 
بطور خلاصه : | ۴= ل صفحه بر کره مماس است. 

. صفحه ودره متقاطعند‎ d > R 


سے 


صفحة ۲ و كر ه متقاطعند 


۳" 
ة 


iF 


ھھھ 

۴ قضیه ‏ برسه نقطه متعلق به يك کره می‌توان يك دایره 
روی کره مرور داد و بیش از یکی نمی‌توان . 

سه نقطه ۸ › 8 و ©6 كە روى بك دره فرار داشته باشنْك › 
نمی توأ ند روی یك خط راست واقع باشند (شمارة )د بنابراىن ار 
سے زقملة هر ور ك E‏ می‌توان گذرأند و دش از یکی نمی توان ٤‏ 
این صفحه کره را در داره‌ای که از سه نقطْه 4 8 و 0 می‌گذرد› 
فطع هی کند : این داوره متحصر بەقرد می باشد . 

۴ نیج ١‏ ار سه نقطه متعلق به يك دایره روی یك کره 
واقع باشند » ن دابره روی آڼ کره واقع است . 

۵٥ہ‏ نتیجة ۴ہ ا۴ردایره‌ای روی يكکره واقع نباشد »نمی تواند 
کره را در بیش از ډو نقطه قطع کند . 

۶ ہ قضیه ‏ ازدو نقطة متعلق به بكکرهکه روی يك قطر واقع 
نباشند › می توان بك دابرة عظیمه مرور داد وبیش از یکی نمی‌آوان . 

زیرا از این دو نقطه و مرکز کره بك صفحه می‌توان گذراند و 
بش از یکی نمی توأن ؛ و ان صفحه که بك صفحه فطری است دره را 
در بك دایرة عظىمه که از دد نقطه هز بور می گذرد» قطع می کند 


۷ نتیجه د دو دابرة عظیمه متعلق به بك کره یکدیگر را در 


e 


دو نقطه که در دو انتهای يك قطر واقع سستند ء قطع می کنند . 

زرا صفحات أن دد 
دایره بکدیگر را در يك 
قطرما نند 8 4 قطع می کد 
(شکل۵۶١)‏ ونقاط ۸ و 8 
متعلق به دو دايرة عظيمه 


هز دور می باشند ۰ 


١۵۶ 


۲۸ ۔ محور یك دا یرہ ۔ خطی را که از مرکز بك داره 
نکذرد و بر صفحة أن غمود باشد » محور آن داره هی نأهند . 

مکان هندسی نقاطی که از سه نقطة غر واقع بر يك استقامت بهيك 
فاصله می باشند» عبارت است از مجور دایره‌ای که از آن سه نقطه می ګذرد . 

سه نقطه 4 › 8 و 0 راکه بر بك استقامت واقم نمستند» در نظر 
هی‌گیریم (شکل ۱۵۷) ؛ ازاین سه نقطه رك صفحه می‌گذرد که آن را 
۴ ھی تامیم ؛ برای آ نکه نقطه‌ای مانند 14 ازنقاط ۸ › 8 و € بھ یك 


فاصله باشد » پعنی داشته باشم : 
است که لصو ار نقطه ¥ بر صفحه 


P‏ كە ان ,| H‏ می نامیمء از نقاط 

B › 4 ۵۷‏ و € به بك فاصله باشد 
(شماره‌های ۵۸ و )۵٩‏ ؛ س قط ۳ مر کز دایرة محطی مثلٹ 8€ ۸ 
است و خط 11M‏ بر محور این دایره هنطبق هی باشد . 

۹ قطىهای دا بر های که ر وی بك کره واقع باشد گر 
دایره‌ای روی بك کره واقع باشد » 
هر بك از دو انتپای قطری از کره راکه 
بر صفحة دأیرة مز بور عمود باشد » قطب 
آن دایره می گویند. در شکل ۱۵۸ نقاط 

و "۲ قطبہای دایرۂ ‏ هستند . چون 
نقطة 1 » مر كز وايرء ۷ » عبارت است 


۵۷ 
از تصو در هرکز O‏ ار کره رژی فة دار ۲ اران ¢ P bla‏ 2 
P'‏ روی محور دادر y‏ واقع اسف (شکل (AA‏ : 


o‏ ۴~ قضږه جمیح قاط دادر ها ی که روي بك کره واقع اشد ۾ ار 
یکی از دو قطب آن بهەيك فاصله و از قطب دیگر آن نیز بهيك فاصله‌اند . 


زرا قطعه‌خطہا بی مانند ۲۷ ( شکل ۹۵۸ ) ١‏ کہ نقطۂ ۳ را 
به نةا ظط مختاف دادرة ۷ وصل هی کنند » سمت يە صةيخة دار 7 ما لای 
هستند که پاهای آ نها از پای عمود ۲1 به بك فاصله‌اند و بتابرا ین 
ماباہای مز بور هتساوی می باشند . 

به أبن دليل است که طواپای ° = ۴PM‏ و 'ء=N P۴"‏ را 
فاصله‌های وطبی دادرءٌ ۷ می کو بد 

تبصره - زاو از شات PMP’‏ (شکل ۵۸ ) امه اسٽ 
واگر 01 را4 بناهیمء می‌توآن فوشت : 


Lo=eRT +: PWH+PM=PPT : 
P"=R(R—d) :lL PM'=PP'xPI : انا‎ 
''=rR(R+Hd) :lLl P'M=PP'xP'I ا‎ 


۳۱١‏ عکس قضة ۴٥‏ مکان هندسی زقاطی از بلك کره که ار 
ياك نقطه واقع بر آن کره به يك فاصله می‌باشند » بك دابره است . 


نقطة ابتی‌ما نند ۶ و نقطة دلخواهی‌مانند ۷1 روی‌کرة (8 و 0) 
در نظر می‌گیریم و آن را به دو انتہای قطر ٥۴'‏ وصل ھی کنہم و تصودر 
تقطة ۷1 را روی قطر ۴ نقطۂ 1 می نامیم ( شکل ۱۵۸ ) ؛ در مثاٹ 
قائہا لزاوہۂ '۴ 1۴ دارم : PM sl Sl s PM'—PP' x PI‏ 


"م 
را Ê‏ ناهم ٤‏ ار ان را طه حاصل هی شود PI] ST‏ ؛ بنا یران اکر 


AA 


نقطه ۷ روی کره تغبیر مکان دهد بطوری کہ فاصلۂُ ۴= ٥PM‏ ثایت۔ 


بماند » نقطةٌ 1 نیز روی قطر "۴۴ ثا بت می‌ما ند ؛ پس نقطة1[در صفحه‌ای 
که در نقطة 1 بر قطر '۲۳ عمود شود واقع است و مکان هندسی آن 
روی کره » دایره‌ای است که نقاط ۲۶ و '۴ دو قط آن شی ا شت 

٣‏ در کار کروی _ برگار کروی پر گاری است که دو شاخ 
آن خمیده هستند (شکل۱۵۹). با استفاده از ضيه ۲۱۱ هی‌توان بهوسیلة 
پر گار کروی روی بك کرة صلب دایره رسم کرد . اگر یکی از دو سر 
ور کار کروی را ور قط ٥‏ ا بے یک دارم وبهوسياه روان روی 
کره بك منحنی رسم‌کنیم» این منحنی نظر به قطي ۲۱۱ دابره‌ای خواهد 
بودکه کی از دو قطبش نقطةٌ ۳ می باشد . بە‌وسیاةٌ پر گار کروی می‌ توان 
فاصله دونقطة متعلق به يك کره را نيز معن كرد . 

۴ تعیین شعاع ,بك کرة صلب - روی کرةمفروض» نقطه‌ای 
مانند۴ را قطب قرار می‌دهیم و دایرة صغیره‌ای به فاصلۀ قطبی دلخواء 
۴= ۴۸ روی کره می‌کشیم و روی ابن دایرة صغیره سه نقطةۀ دلخواه 
8B ›4‏ و € را اختیار مى کنیم و فاصله‌های ۸8 › 8€ و 4۸€ را 
به وسیل پر گار کروی معین می کنیم (شکل۱۵۹)؛ درخارج » روی صفح 
کاغذ مثلث '€'8 ۸ را مساوی با مثاث ۸8€ که سەضاع آن معاوم 
است می‌سازیم و قط '8 مرکز دایرۂ محیطی آن را معین می‌کنیم ؛ 
بھ این تر تیب طول ۴ ۸ = '1 ۸ بدست می ہد ومیتوائیم روی صفح 
کاغن مثلث قائہالزاویۂ ,81۴ ”۸ را مساوی با مثلٹ ٤1۲‏ ۸ بامعلومات 
ڪتر A"P, = AP =P‏ وضلم “H' =A H' = AH‏ و ھم چنن مثلٹ 


0 
قاڈما لرا وہ ۴,۸۴ را مساوی با مثلٹ قائہالزاویۂ P۸۴‏ رس کنیم؛ 
فطعە خط P, P' = P۴ ٣'‏ که به اش طرق یدست E‏ »> مساوی با 


ش ۵۹ 


ABEL Sse ESE 
. ) طول ۲۲° را پەوسیلة محاسبه بدست آورد‎ AP و‎ AC . BC 

۴- فصل مشت ر ك دو كرة متقاطع - دوكرة 0 و '0 را در 
نظر می کیر ہم ویکی ازنقاط مشترك | نپا را ۷ می‌نامیم و فرض هی کنیم 
که M‏ روی خط '00 واقم اشد (شکل )۶١‏ . 

A SST AMO EOL 
در دو دار عظمه‌که در نقطةُ ۷1[ متقاطع هستند قطم می کند؛ اکران‎ 
00' دو دایره در حول محور‎ 
دوران کنند » دو کره مفروض را‎ 
۷ هی ماینلد و از دوران نقطه‎ 
یك دایره هانند ۲ اباد می‌شود‎ 
۶ که خط '00 محور آن است و ۰ ش‎ 


۶ هند پنجم ر یاضی 
دابر ل متعلق به هر دو کره هی باشد . دو کر مفروض نمی تواتند نقطه 
هشتر کی که روی دارة ر واقع نباشد » واشته‌باشند ؛ زرا برأآی هر نقطه 
مانن 1 که متعلق به هر دوکره باشد » دارم 
O'M=0'M'  OM=OM'‏ 
و مثلٹ '0' 0M‏ با مثلٹ 0٥]0'‏ مہاوی است ( در حالٹ 
سه ضلم) و ضمن دوران در حول '00 بر آن منطبق می‌شود . پس 


اگر EK‏ کره متقاطح باشند i‏ فصل مشةر ك نها دادر داف ست که 
خط الم رکز ین دوکره محور آن می‌باشد . 
۵ کره‌های مماس ۔ اگر دوکر 0 و '0 یك قط مشتر ك 


هما نك ۸ واقم رزوی خط ا لمر دزين خود واشته داشند (شکل ۹ع( ٤‏ هر 
LÈ‏ کره در زقمله 1 بك 


صفحة مماس وأرند ) ص دة 
عمود بر '00) در أبن 
صورت دو کره را مماس و 


شش ١‏ زتطة A‏ را نقطة تماس. 


أ نها می گو ند . چون هر صفحه که شامل خط '00 باشد دو کره را در 
دوداد رة عظمه که در نقطة ھ4 مماس هستنی قط هی کند؛ دو كرةمفروض 
نقطة همشترك دیگری جز ۸ ندارند . 

17 اردضاع نسبی دد کرہ - هر صفحه که از مراکز دو کر 
مغروض بگذرد »› هر یك از آنہا را در بك دایرة عظیمه قطع می‌کند 
و دوکر مفروض را می توان سطوح دواری که از دوران دو دار هزور 


وے حول خطاامر کز دن دو دره | مجاد می‌شود وا لست ٤‏ سں اوضاع سی 


ا 


دو دره را می توان ار رزوی اوضاع سی EE‏ دا رة عظىمه هز دور r‏ 
کرد واگرشعاعپای دوکره را R'9 R‏ 9 اص هرا کز آ نرا را OO'—d‏ 


نایم فا ج رر حاصل هی‌شود 


d>R+R' 
d=R+R' 
R-—R'<dA<R+R' 
J=R—R' Û R>R' yi 4 
d<R-R' 


دو کرء متخارجند . 
دو کره مماس خارجند. 
دوکره متتاطعند . 

دوکره مماس داخلند . 
یکی از دو کره داخل 


٠ شر.‎ Er: 
۷ ۔ مساحت سط گرہ و اندازة حچم گرو‎ ٥ 

ساج ره و تداز حچم لوه ا f‏ | 

سطح کرہ / 


هما نطور که در هورد سطج استوانه و سطج مخروط کفتیم ٤‏ طح 
کره را نر ج ی‌توان ا واحد سطح» دد ی هدر مرب » مقا سه کرد و امك 
طح کره را تعر يف كنم و برای أ بن کار دوا قطا دا 9 تعار ف مقدما تی 
زیر را بیان می کنیم : 

۷ - قضبه - از دوران بك قطعه خط درحول محوری که با آن 
در باك صةحه واقع باشد ولی از آن عیور نکند » سطحی ایجاد می‌شود که 
مساحت آن مساوی است باحاصل صرب تصوبر آن قطعاخط برمحور مز بور 
در طول دادره‌ای که مرکزش بر محور واقع باشد و خودش در وسط 
قطعه خط مر وض با ۲ن مماس شود . 

دہ خط ۸8 و محور × × را در ك صةحه در نظر م ھی گیریم : 

حالت کلی ‏ فرض می کن که قطعه خط ۸8 با محور × "× 


۶ 

موازی ہا بر آن عمود نباشد و ۸8 و ×'× نقطة مشت ر کی نیز نداشته 
باشند (شکل۱۶۲) ؛ وط قطعه خط ۸8 را 0 وتصوبر M1‏ را بر×'× 
فطل M'‏ می‌نامیم و از ۷ عمودی بر A۸8‏ اخراج می کنیم تا x×'×‏ را 
در نقطةٌ 0 قطع کند ؛ دابره‌ای که مرکزش 0 و شعاءعش 0۷1 باشد ؛ 
دارای شرابطی است که درحکم قضه نکر شده است. از دوران قطعه _ 
خط 48ھ در حول مدور × '× سطح جانبی مخروط ناقص دواری ا بجاد 
می‌شود که مولدش ۸8 وشعاع مقطع متوسطش ' 11 است › ا گر سط 

: آن را 8 بنامیم » دارم‎ 
)۱۹۲ (شمارة‎ S=r Xx MM' x AB 


برای تدیل این دستور به صورت حکم قضیه » از نقطه 4 عمود 
AH‏ را بر '88 فرود هیا وریم ؛ دومئلك 1 ' aS A HB „ 0M‏ اضلاع 
متناطر شان برهم عمودند با هم مشا به می‌باشند ؛ پس : 
OM _MM'‏ 
AB AH‏ 


MM' xAB=OMxAH=OM x A'B' : عنی‎ 


و از آنجا: | S=axOMXA'B'‏ | 


حالت خاص ۰١‏ اکریك سر فطعه‌خط ۸8 ؛ مثلانقطۂ ۸» روی 
محور واقع باشد (شکل ۱۶۳) » سطحی که از دوران آن اپجاد می‌شود 
عہارت است ازسطح جانبی بك مخروط دوار ؛ پس : 
S—=r xX BB' x AB =r x MM' x AB‏ 
مثلشہای 011'6 د ۸8'8 کہ اضلاعشان نظیر بنظیر بر ہم 


\F 


3 
کڪ‎ 
o 


- 


a 


ش ۶۴ ش ۶۳ ش ۶۲ 
عمودند › متشا به می باشند و هانند حالت کلی ناجه می شود : 
MM' xAB—OM x AB'‏ 
س : S=r XOM x AB'‏ 
حالت خاص ۲ ۔ اکر ۸8 با محور موازی باشد (شکل ۶۴)))» 


سطحی که از دوران أن | خاد هی شود طح حا ہی ك استوا نه دوار 
ست ٤‏ دس : 
S=rXAA' xXxAB—= rr x OM x A'B'‏ 

صر ه دز حالتی که قطیه سل AB‏ در هعور Xx‏ مود باشد» 
طول تصوبر ان ر x x‏ مساوی را صەر اسٽ و وه NYY‏ ار ان ڪا لت 
مورد ندارد ۰ 

۳۹۸ قضبه ‏ از دوران بك خط شکستة منتظم محدب در حول 
محوری که ازمر کزش بقذرد و لی اززآن عور نکند » سطاحی ایجاد می‌شود 
که مساحتش مساوی است با حاصل‌ضرب تصوبر خط شکسته برمحود مزبور 
در طول دایرة محاطی آن . 

خط کسه منتظم ABCD‏ را که در دارره‌ای به هرکز 0 


مپواط ست i‏ در نظرهی کیر م 9 فرص می کنیم که خط xx‏ ار نقطة 0 


۶۴ے 
مرکز خط شکستة مفرد سض بکذرد ولی از خط شکسته عور نکند 
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۶۵ 
(شکل ۱۶۵) . این خط شکسته محدب است و هیچيك از اضلام آن 
ار× '* عمود يست . عمودمنصفپای اضلاع 438 › 80 و €0 رقي 
0 متقاربند و اگر اوساط این اضلاع را بترتیب ۷ ؛ ٩‏ و ۴ پنامیم » 
دارم : 
OM =O0N =0OP =r‏ 
٣ )‏ شاع دابرء محاط در خط شکستة مفروض است) . تصاور نتقاط ۸»› 
,C:B‏ 0ا بر × × بترتیب '4 » '8 » € و 0 مینامیم . نظر 
به فيه شمارة ۲۱۷ می‌توان وشت : 
مسا حت سطحی که از ووران 48 در حول × '× ایجاد می‌شود : 
rrr XA'B'‏ 
مساحت سطحی که از دوران 8€ در حول × '× ایجاد می‌شود : 
rrr xX B'C'‏ 
مساحت سطحی که از دوران C0‏ در حول ×'» | 
{rr XCD’‏ 


بجاد می‌شور : 


۱۶۵ 

بنابراین 8 › بعنی سطحی که از دوران خط شکسنةٌ ۸8C6‏ 

در حول ×'× ایجاد می‌شود » عبارت است از : 
S= Yrr(A'B' FBC +CD:)‏ 

ا : S=rrX A'D'‏ 
۳۹ منطقَة کروی - قمتی از سطحکره را که مابین دو مقطع 
مسطح متو ازی محصور باشد» منطقه می نامند . دو دایرة مقطع رأ دو ةاعد 
منطقه و فاصلۀ این دو مقطع را از بکدیگر ار تفاع منطقه می گویند 
( شکل ۱۶۶ ) . منطقه را می‌توان سطع حادٹ از دوران کمان 
48 متعلق به بك نیمدایرۂ . 
عظیمه در حول قطر ' ۳٥٣‏ ان 
دانست . در این هقام کمان ۸8 
را کمان مولد منطقۀ ۸8 
می‌گویند و ارتفاع منطقه‌که‌آن را 


ط می اميم » عبارت است از طول ش ۶ 
تصو در کمان مو لد روی فطر '۲ ۴ . خط ۲ ۲ محورمنطقه اده می‌شود. 
۵ ۔ عر لف مسا حت سطظح منطقه عیارت است از حد مساحت 
سطح حادث از دوران خط شککسته منتظم محدبی که در کمان مولد آڼ محاظ 
شود هر اه عد اضلاع ین 
خط شکسته به سمت بینهابت 
منتظم محدب ۍACDEB‏ 
در کمان 48 محاط باش 


۶ 
(شکل ۱۶۷) ؛ وقتی که عد اضلاع این خط شکسته بینهایت زباد شودء 
امن خط رفته رفته با کمان 48 مشتبه می‌شود و سطحی که از دوران 
انن خط در حول محور منطقه ابجاد می‌شود به سمت حدئ که همان 

مساحت منطقه باشد ؛ مل هی کند . 

۹ قضیه ‏ مساحت منطقه کروی مساوی است با حاصل ضرب 
طول ارتفاع آن در طول دایرۀ عظیمه . 

نظر به شمارۂ ۲۱۸ مساحت سطح حادث از دوران خط شکستة 
ACDEB‏ (شکل۱۶۷) مساوی است با '8 4 × 0۷1 × ٭ و وقتیکە 
عدۂٌ اضلاع این خط شکسته بینابت زباد شود » طول قطعه‌خط ۸6 
به سمت صفرهبل می کذد ونقطة 0M‏ » وسط ۸0 )» بر ۸ منطق هی‌شود؛ 
پس شعاع دار محاطی خط شکسته » بعنی 0۷1 › به سمت شعاع کره 
عنی ۴ میل می کند و هساحت هنطقه عبارت است از : 

S=rrRx A'B' 


1 


می‌ توان دستورفوق را چنین تعبیر کرد : مساحت هر منطقة کروی 
مساوی است با مساحت سطح جاننی استوانه دواری که ارتفاعش مساوی 
ا ارتفاع منطقه و قاعدءاش مساوی با دامر عظمه کره باشد . 

و نیز از دستور فوق نجه می‌شود که : مساحات منطقه‌هایی از 
بك‌کره‌که ارتفاعاتشان متساوی باشند » باهم رابرد . 

٣۳‏ عرقچین کروی ۔ اکر بکی از سغحات دو قاعدة بك 
منطقۀ کروی باکره مماس شود» قاعدة نظ ر آن» بەئقطةۂُ ۲ تہدیل خواهد 


۶۷ 

شد ؛ در أبن حالت منطقه را عرقچین کروی می‌گویند (شکل۱۶۸) د 
رتیل ۴ را راس عرقچین کروی وطول وتر ۲= ۴۸ را شعاع قطبی 
عرقچین کروی وسطحدا بر به‌شعاع ۸ A‏ 
را قاعدۂ عر قجن کروی و طول ٣٥۴۸'‏ 
را ارتفاع عرقچىن کروی می ناهند . در 


دابره که روی کره رسم شود » ان را A‏ 


دو عر قچىن کروی که رأسپاشان عنی ٣۶‏ 
و ٣‏ دو انتہای بك قطر کرہ (واقع بر ش ۱۶۸ 
هحور دامر هرسوم) هستند » تقسیم هی کند . 
۴۳ _ قضیه ۔ مساحت عرقچین کروی مساوی است با مساحت 
دایره‌ای که شعاعش شعاع قطبی ۲ن عر قچین باشی : 
در واقع اکر سح ءرفچن کروی را 8 و شعاع فطبی ان را۴ 
بنامیم (شکل۱۶۸) « دارم : 
S= {rR xX PA'—r xX PP' x PA'‏ 
اما از اث قائما لزاوة PA P'‏ شجه می‌شود : 
PP' x PA'—PA"‏ 
نس S=fXPA'‏ 


۴ - مساحت کره ‏ کره را می‌توان منطقهای دأ ست که 


ارتفاع 1ن h‏ اوی ا ور کره ست ٤‏ یس ما حت کره عمارت أست 
از : S= YR XR‏ 


1۶A 


٣۵‏ قاج کروی - هر فرج محدبی که الس یکی از قطرهای 


کرة © باشد » قىمتی از سطح این کره دا در بر می‌گیرد که آن را قاچ 


کروی می‌تامند. زاوبة مسطحة این ‌فر جه را زاو به قاچ می گوبند؛ روی 
کره > هر قاچ په دو نیمدا رة عظیمه 
محدود می‌شود (شکل۱۶۹)؛ روی 
بك کره اگر زوا بای دوقاچ با عم 
مساوی باشند » آن دو قاچ با هم 
مساو نند و مساحات دوفاچ کروی 
با زوایای | نها متناسب می باشند . 
ش ۶۹ مساحت قاچی که زاوۂ 


۴ 1 . 
هر کزش ك در حه باشد go ٤‏ هساحت دره اس٤‏ س مسا حت قا چجی 


که زاوبه‌اش د ورحه باشد » عبارت است از : 
FFR' Xn rR'n‏ = 
fo Ao‏ 
اگر اندازة زاوبۂ قاج چ گراد باش » مساحتش مساوی است با : 


__FTR'Xg rR'g 
کک‎ ¥ o o کک‎ 1oo 


9 
واگر اندازء زاو نه اچ 4 رادان باش مسا حتش مساوی ست ا : 


FIR’ Xa 


- 1 
7 — R'a 


9 
حچم ره 


# مقصود 5 فسمتی از صدحده است که به یك مٹلث محدود می‌شود ٍ 


۶ قضیه ‏ از دوران سطح يك مشلع * ډر حول محور ی که در 


-1۶4- 

صفح آن واقع باشد و از بك راس آن بگذرد ولی از مثلٹ عبور نکند 
جسمی ایجاد می‌شود که حجم آن مساوی است با يك سوم حاضل ضرب 
مساحت سطحی که از دوران ضلع مقابل به راس ثابت بدست می‌آید در 
طول ار تفاع نظیر همان داس . 

حالت اول - بك ضام مثلث روی محور واقع است . 

فرض می کنیم که رأسپای ۸ د 8 از مثلٹ ۸8€ روی محور 
×'× واقع باشد (شکل ۱۷١‏ تا ۱۷۲) و ارتفاعات ۸۴8 و '0€ را رسم 
می‌کنیم . حجمی را که از دوران مثلث ۸8€ در حول ×× ایجاد 
می‌شود » ۷ می ناهیم . 

اگر نقطة ٥'‏ روی قطعه خط ۸8 واقع باشد» ۷ مساوی است با 
هموع حجمهای مخروطما بی که از دوران دو مثلث قائ الراويه !۸)0 
و BC‏ در حول ×'× ایجاد می‌شوند ( شکل ۱۷١‏ ) و اگر نقطۂ ٥'‏ 
خارج از قطعه خط 48 واقع باشد » ۷ هساوی با تقاضل حجمپای دو 
مخروط هز بور خواهد بود (شکل ۱۷۱ و ۱۷۲). 
C‏ 


0 


1 
1 
ا 
أ 
0 


ش ۱۷۲ س ۱۷۹ ش ¥6 
س در صورتی که بین ۸ و 8 وافع اشد ( شکل i: ( \Yo‏ 
می‌توان نوشت : 


V=- a xX CCT xX AC +17 XEC xC'B 


(۷9 
۾‎ x CEKAC+C'B) 


'xECTx AB=te x CC' x AB x CC 


= ¬-—_ 


. 
اما حاصل ضرب ٤)‏ ×۸8 که مساوی با دو برابر مساحت 
مئلٹ 8€ ۸ است <« مساو ى أسٽ | BC xX AH‏ > س : 
Va x CC' x BC x AH‏ 
وسطحی که از دوران 8€ درحول ×'× ايجار می‌شود عبارت است از 
سطح جاتبی مخروط دواری که رأسش 8 و شعا ع قاعده‌اش 0€ باش ؛ 
CC x BC‏ × += ( مساحت سطح 8€ ) (شمارۂ ۱۸۸ ) 
٩‏ 
در صور تی كە C'‏ خارج از قطعه خط 8 ھ۸ باشد درشکل ۱۷۹ 
دار : 
VY =e x ECT XC Bs XEC xX C'A‏ 
XECTCB—C'A) x CCT xX AB‏ = 
ودر شکل ۱۷۲ دارم : 
VY =a x GET x AC x xX COT x BO‏ 


a x CETKAC ~BC) z7 


zXCGC'"xX AB 


۱۷ 

حالت دوم ۔ راس ۸ از مثلٹ ۸8€ روی ×× واقع است و 
ضلع 8€ با ×× موازی نست . 

ارiغاp AH‏ را رسم می کنیم و فصل مشترك خط )8 رأ با xx‏ 
نقطةٌ 0 می نامیم(شکل × 
۳ ؛ حجم ۷ که از 
دوران مثلٹث )۸8€ 
در حول ×'× ایجاد 


می‌شود عبارت است از ش ۷۳ 
تفاضل حجمپا بی که از دوران مثلثای ۸605 د 8ھ در حول ×'× 
آیجاد می‌شود , ارتفاع نظبر راس ۸ ار اين دو مثلت » ]۴ A‏ هی باشد و 
نظر به حا لت اول > دارم : 

٩ ۹ 
۷ = (مساحتسطح00)-‎ x AH 3 (BD (مساحت سطح‎ x AH 


۱ 


۷ =) 8€ (ساحت سلح‎ × AH 

حالت سوم - نکی از اضلاع مثلث با محور × "× موازی است. 

در این حالت حجم ۷ ,ا عبارت است از مجموع حجمپایی که از دوران 

دو مثلٹ ۸18 د ۸81€ در حول ×'× ایجاد می‌شود (شکل۱۷۴) یا 
مساوی است با تفاضل | نپا (شکل ۱۷۵) . 

اما حجمی که از دوران مثلٹث 8H8‏ ۸ ابجاد می‌شود مساوی است 


س 


با تفاضل حم استوانه‌ای که از دوران مستّطیل AHBB'‏ سحاد هی‌شود 
و حم مخروطی کک از دوران مثلٹ A BB'‏ بلا دل میا بد ٤‏ شعاع 


قاعده‌های ان دو جسم بکی‌است AH =BB'‏ وارتغاعآ نپا ئىز ىكى |است. 
HB=AB'‏ ؛ س : 


(ABB çe sli) =« x AFT x HBr x AH xHB 


xAH'" x HBA (ya x AH x HB)‏ س 

اما AH × HB‏ × ٭٤عبارت‏ است ازمساحت طح جا نمی |ستوا نه 
دواری که از دوران 18 | بحاد می‌شود ؟ پس : 

AH 

(مساحت سطح 18( x‏ ¬= = (انداز جم (AB‏ 
وبه همین طرق : 

(مساحت سطع 81€ ) کھے (اندازء حجم ۸18€( 
9 بنا یران : 

AH AH 


AH 
= x (HB سات سطح‎ ± HC (هس ا حت طح‎ 


۷ 
¥= BC gw le) x AH  :l 


۷ عر ریف ۔ اگر دو سر یك خط شکستة منتظم محدب را 
به هر کز آن وصل کنیم »> به اين طرق قسمتی از صفحه محدود می‌شود 
که آن را قطاع چندضلعی منتظم می نامند (شکل ۱۷۶) . 

۳۸ قضیه - از دو ران يكقطاع چندضلعی منتظم ما نند 860 0۸ 
در حول محوری که از مرکز آن 0 بگذرد ولی ازقطاع عبورنکند: جسمی 
ایجاد می‌شود که حجمآن مساوی است با بك سوم حاصل‌ضرب سطح حادث 
از دوران خط شکستة ]۸8 در شعاع دایرغ محاطی آن . 

حم ۷ حادٹ از دوران 
فطاع چندضلعی 048٤٣0‏ در 
حول محور Jx'x‏ شکل \¥F‏ ( 


عبارت است از مجمو ع حجمپا نی 
که از دوران مثلثہای هنساوی _ س با 
السافىن OCD » OBC ; 0AB‏ انجاد هی شود ۰ 

ارتفاعات نہر راس 0 ار ان مشا هساوی ست ا OH‏ نی 
شعاع دایرۂ محاطی خط شکستۂ منتظم ۸8€ ؛ پس : 

OH OH 
OH 

با : 

(مساحت سح CD‏ 


۷۴ 


۱ 
پس : 08 × (مساحت سطح 8€ ۸) = 


۹ قطاع کر وی از دوران قطاع يك دایره در حول قطری 


از دایره‌که از قطاع عبور نکند» جسمی تولید می‌شود که آن را قطا ع کروی 
می‌نامند . 


اگر فطاع 048 از داہرۂ 0 در حول قطر P۴‏ دوران کزں 
(شکل ۱۷۷) » از دوران آن بك قطا ع کروی تولید می‌شود. فطاع دایرة 


شش ۷۸ 


می‌شود ؛ منطقة قاعدۀ قطاع کروی می ناهند . 

0۸8 : تعر یف _ فطاع کروی راکه از دوران قطا عدار‎ _ ٥ 
در حول قطر ×'× تولید می‌شود در نظر می گیریم و خط شکستة منتظم‎ 
را در کمان ۸8 محاط ہی کنیم ( شکل ۱۷۸) ؛ قبول‎ ۸88 
هی کنیم که وقتیکه عد اضلاع خط شکسته منتظم ۸)08 بینهادت زیاد‎ 
در حول‎ OACDEB شود» حجم حادث ازدوران قطاع چندضلعی منتظم‎ 


×× به سمت حدی میل می‌کند و این حد را حجم قطاع کروی مفروض 
می اميم ۰ 


۷۵ 


۹- قضیه ‏ حجم قطاع کروی مساوی است با يك سوم حاصل - 
ضرب مساحت منطقة قاعدة آن در شعاع کره . 


حجمی که از دوران قطاع ۸ ضلعی منتظم 04۳988 ( شکل 
۸) تولید می‌شود و آن را ۷ می‌نامیم » مساوی ست با : 

(۲۲۸ (شمارة‎ ¥ „ =¬ ( ACDEB la )مات‎ x OH 

وقتی که ۸ بعنی عدة اضلاع خط شکستة منتظم بینپایت زياد 
شود» مساحت سطحی که از دوران این خط تولید می‌شود بەسمتمساحت 
منطقة قاعده میل هی‌کند و حد 011 پعنی حد شعاع دایرۂ محاطی خط 
شکسته عبارت است از ۸؛ پس حجم قطاع‌کروی‌که آن را ۷ می‌نامیم» 
عبارت است از : 

V=-(AB (مساحت منطقة‎ × R 
۲۸8 اما نظر به شمارة ۰۲۲۱ مساحت منطقۀ 8 4 مساوی أت باط‎ 


٩ 
Y= x YRRh XR : پس‎ 


۳ حجم کرہ ہس کره را می‌توان بك قطاع کروی دانست که 
از دوران مك ئىمدايرة عظمه درحول قطر خود دوجود ہیآ ید ٤‏ دراين 
صورت منطقۀ قاعده عبارت است از طح کره و از وه ۳ تسه 
هی‌شود که : 

ان کره مساوی ات با بك سوم حاصل ضرب مساحت سطح آن در 
شعاعش . 


۶ هند پنجم دياضی 


بنا براین دارم : VY 2 xfrR'xR‏ 


۰ : 


( ولیز می‌توان اہن دستور را از دستور حجم قطاع کروی بدست 
آورد د برای این کارکافی اس تکه در عبارت ط'۴» به‌جای ط مقدار 
۲R‏ رار دادہ شود) ۔ 

دستور فوق را می توان چنین تعبیر کرد : حجم کر به شعاع ۸ 
مساوی است با حجم مخروط دواری که طول ارتفاعش ۴ و مساحت 
قاعده‌اش مساوی با هساحت کره بأاشد . 

۴ صر ٩‏ _ اکر فطر کر را 5 بنامیم » دستور حجم کره 


۴ /Dv' 
v=) : به صورلتٿ‎ 


r ۱ 
۰ ۱ ا‎ ۰ : 


۴ _ نبصرة ۲ اگر دوکر به شعاعہای ۴ و '۸ داشت ہباشم 
و مساحتپای آ نپا را بتر تیب 8 و '8 و حجمپای آنہا را بترتت ۷ و'۷ 
بناميم» دارم : 
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تست مساحات دو کره مساوی است با مربع نسیت شعاعهای ۲ نها و 
نست حجمهای دو کره مساوی است با مکعب نسیت شعاعهای نها . 


مسائل 
استوانه و مخروط 

۹ ہہ مطلوب‌است تعیین یك سطح استوانه‌ای دوارکه شامل ەة خط راست 
متوازی معلوم باشد . 

٣‏ ہے دو خط راست متواذی ,([ د , مغفروض است ؛ مطلوب است 
تعیین مکان هندسی یال فر‌جه‌ای که اندازة آن ي باأشد د وجوهش از خطوط 
راست مفروض‌یگذدند (حالت خاص : ۹ک=م) . 

۳ ہے مطلوب است تعیین مکان هندسی نقاطی از فضا که از خط راست 
معلوم ([ به فاصلةٌ معين [ واقع باشند . 

۴ ے مطلوب است تعیین مکاٹ هندسی نقاطی از فضا که نسبت فواصل 
نها از دو خط راست معلوم ,1 و پ9 مساوی با عدد معلوم مم پاشد . 

ھ ے محودمهای دو سطح اسثوانه‌ای دواد با هم موازی هستند ؛ ثا بت 
کید اگ اين دو سطح یکدیگر دا قطع کنند فصل مشترك آ نها اذ دو خط 
تشکیل می‌شود . 

۶ مطلوب‌است تعیین يك سطح مخروطی دوارکه شامل سه خط داست 
متقارب مع لوم باشد . 


سطح و حجم استوانه و مخروط 
¥ بی بەضلع ۾ در حول یکی آز اضلاءش دورات می‌کند! مطاوب 
ست تعیین سطح کل و حجم جسم حاصل . 

ےھ ے مطلوب ست محا سبة سطح حعجم جسمی 45 آز دوران دك متف 
متساوی‌الاضلاع به ضلع ۾ در حول یکی اذ اضلاء‌ش تولید می‌شود . 
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٩‏ ے مر بعی به ضلع ۾ ددحول یکی از اقطارش دورات می کند؛ مطلوب 
است محاسبة سطح وحجم جسم حادت از دورات مر بع . 

١‏ ہ ملت قائمالرادیا 8€ ۸ (۸ قائمه ) مثوالیاً درحول هریك از 

سه ضلعش دوران می کند؛ حجم جسم حادث از دوران این مثلث را در حول 

اضلاع 8€ ۰ ۸€ د 8B‏ ۸ بتر تیب ۷ ١‏ '۷ و “۷ می‌نامیم؛ ثا بت‌کنیدکه: 
TT‏ = 

۹ ۔ مطلوب است محاسية سطح د حجم جسم حادٿ از دوران يك 
شش ضلمی منتظم که طول ضلش ۾ است » در حول خط داستی که مر کزش دا 
به يك دأسش دصل می‌کند . 

۳ طول قطرهای یك لوزی و۲ د ط۲ است ؛ این لوزی يك مر تیه 
در حول قطر اطول ويك مرتبه در حول قطر اقصرش دوران می‌کند ؛ نسبت 
مساحات دو جسم حادث را حساب کنید . 

۴۳ ہے مطلوب‌است محاسبة نسبت حجمهای دوجم مذکور درمسئلة۲ ۱ . 

۴ ۔ مطلوب است محاسیۂ حجم جسمی که ازدوران يك متوازی‌الاضلاع 
ددحول یکی|ذاضلاعش حادث می‌شود (طو لهای دوضلم متوالی‌متوازی‌الاضلاع 
دا ۾ و ط و ذاوية بین آنها دا » فرش کنيد) . 


کره 

۵ _ اولا مطلوب است تعیین مکان هندسی نمّاطی از یك کره که اذ دو 
نط 4 و 8 متعلق به همان کره به یك فاصله باشند . ثانیاً مطلوب است 
تعیین نقاطی از وك ‌کره که از سه نعطة متعلق به همان کره به‌یك فاصله باشند. 

ہ مطلوب است مکان هندسی نقاطی که از آنها قطىه‌خط معلومی 
به زاوی قائمه دده شود . 

۷ ہے صفحه‌ای‌اذيك خط راست ثا بت می‌گذرد ويك کرء داقطم‌می‌کند؛ 
مطلوب است تعیین مکان هندسی مراکز مقطعهای حاصل . 

14۸ ہ ٹا بت کنید که مماسهابی که اذ يك نقطة داقع درخارج يك کره 


1۷4 هندسة پنجم د ياضى 
بر آٽ رسم مي‌شو ند متساویند ( مقصود قسمتی از خطهای مماس است که بین 
قطة مفروض و نقطة تماس داقع می‌باشند ) : 

ے آیا می‌توان مکعبی در کر به شاع ۴ محاط کرد ؟ مطلوب 
است محاسبة ضلع این مکعب پرحسب ۴۸ . 

٣٥‏ _ مطلوب ات محاسبة حجم کر ع حاط در يك چھهاروجهی منتظم 
که طول يالش ۾ باشد . 

۳۹ ہے نیمدایره ای بەقطر A B¬— ۲R‏ مفروض است؛ دداین نیمدایره 
خط شکستۀ منتظمی محاط می‌کنیمکه دوسرش تاطا ۸ و 8 باشند و این خط 
شكستة مثتظم دا در حول 8 ۸ دودات می‌دھیم ؛ مطلوب است محاسبة سطح 
حادث هر گاه عدم اضلاع خط شکستۂ مز بور ۲ یا ۳ یا ۴ باشد . 

جم ہے کره‌ای به شام ٩‏ در یك استوان دوار که ارتفاءش ۲۴ است 
حاط شده ات ؛ مطلاوب است تعيين نسبت طح این کره به سطح جانبی 
استوأنة مز بور . 

۴ ہے دو دایر: 0 و'0 مماس خادج هستند د۸ 4 يكمماس مشترك 
خا رجیآ تهاست ؛ ابت کنید که اگر شکل در حول خط 00 دوران کند › 
مساحت سطح حادت از دوران ' ۸ 4 واسطة هندسی ات ماين مساحات 
سادث از دوړرات دو دایره . 

۴ ہ نیمدایر؟ به قطر 8 ۸ دا در نتاط € و (©[ به سە‌کمات متساوی 
تقسيم می کیم و شکل را درول 8 4 دوران می‌دهیم ؛ مطلوب أست محاسبة 
مساحت منطمه‌ها یی که ازدوران کمانهای CD › AC‏ د DB‏ بدست می آیند. 


پا بان 


